Mathematics. — Ueber vier Gerade in R, 1). Von W. VAN DER WOUDE.
(Communicated at the meeting of September 28, 1940.)

Es ist bekannt, dass vier Gerade in R, durch eine fiinfte zu fiinf
assoziierten Geraden ergénzt werden kdnnen, d.h. zu fiinf Geraden mit der
Eigenschalft:
jede Ebene, die vier dieser Geraden schneidet, schneidet auch die fiinfte.

Hierbei wird angenommen, dass die vier gegebenen Geraden allgemeine
Lage haben.

Es ist fraglos der Miihe wert, die an ihre Lage gestellten Anforderungen
ndher zu prizisieren. Diese sind:

a) Es liegen keine drei Gerade in demselben Ry;

b) Alle vier schneiden nicht dieselbe Gerade;

c) Es gibt keine Ebene durch eine der vier Geraden, die die drei ande-
ren schneidet.

Nachstehend betrachte ich die Figur von vier Geraden, bei welcher
diesen Anforderungen nicht entsprochen wird. Zuvor sei bemerkt, dass
ich immer eine dieser Anforderungen fallen lasse, jedoch in umgekehrter
Reihenfolge, wie sie hier angegeben sind. Es wird sich zeigen, dass der
Fall, bei welchem der Anforderung c) nicht geniigt wird (unter I) nur ein
besonderer Fall von dem allgemeinen ist, wihrend die beiden anderen
Fille besser als Ausnahmefille bezeichnet werden kénnen. Aus diesem
Grunde vermelde ich in I nur das Resultat. In II und III findet man statt
einer fiinften assoziierten eine Regelflache. In dem oben als (a) bezeich-
neten Falle III ist dies sogleich einzusehen. Weniger einfach ist der
Fall II; die Behandlung desselben ist der Hauptzweck dieses Artikels.

Ferner wird angenommen dass die vier gegebenen Geraden, abgesehen
von den ihnen auferlegten Bedingungen, allgemeine Lage haben, d.h. dass
zwischen ihren Koordinaten keine anderen algebraischen Beziehungen
bestehen, als diejenigen, die durch diese Bedingungen ausgedriickt werden.

L

§ 1. Gegeben sind vier Gerade ay, a.. a;. ay; eine Ebene durch a4
schneidet a,, a,, as.

1) Die Figur von vier Geraden in R4 wird sehr eingehend behandelt in

H. F. BAKER, Principles of Geometry IV; Cambridge, University Press;

siehe auch:

R. WEITZENBOCK, Die projektiven Invarianten von vier und fiinf Geraden in Rjs.
Proc. Kon. Akad. v. Wetensch, Amsterdam XLII; Indagationes Mathematicae I, Fasc. 2.
‘W. VAN DER WOUDE, On certain linear constructions. Proc. Kon. Akad. v. Wetensch.,
Amsterdam, XLI.
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Die von BAKER l.c. fiir a5 angegebene Konstruktion bleibt véllig ein-
deutig bestehen. Jedoch fallen einige dabei auftretende Punkte zusammen,
ebenfalls einige Gerade; schliesslich fallt a; mit ay zusammen. Es wird
nicht erforderlich sein, hierauf einzugehen.

II.

§ 2. Die Geraden ay, a., ay, ay schneiden dieselbe Gerade b in den
Punkten T, T5, Ty, T,.

Im Verfolge werden wir einen Punkt T durch die Gleichung (in Raum-
koordinaten) T =— 0 darstellen.

Wir wahlen — was auf drei verschiedene Weisen moglich ist — zwei
Punkte, A und B, so, dass wir durch eine geeignete Wahl des in jeder
Gleichung vorkommenden konstanten Faktors schreiben kénnen

T,—A+B T,—A—B, T,—A+kB, T,=A—kB (k+0, k=« 1).

P moge ein allgemeiner Punkt in R, sein. Durch Projizieren der vier
Geraden aus P auf einen beliebigen R; sehen wir sofort:

Ausser der Ebene (P, b) geht noch eine Ebene durch P, welche die vier
Geraden a schneidet. Wir nennen die Schnittpunkte C, D, E, F, und
sorgen, dass die lineare Beziehung zwischen diesen Punkten ausgedriickt
wird durch

C+HDLELF=0 . . . . . . s (I
Eine andere identische lineare Beziehung zwischen A, B.C, D, E und F

besteht nicht.
Wir stellen nun die Geraden a; folgendermassen dar

a....«(A-+B) +C:0)
a....p(A—B) + D=0
a;....y(A-i—kBH—E:OS
ag....0(A—kB)+ F =0

Dadurch, dass « ein bestimmter Wert gegeben wird, ist ein Punkt von
a; bestimmt. Wir fragen nun erst:

Welche Beziehungen miissen zwischen ¢, f§, 7, 0 bestehen, damit die
hierdurch bestimmten Punkte P, Q, R, S, bezw. auf ay, ... a4, in derselben
Ebene liegen?

Dazu ist erforderlich und geniigend, dass vier Konstante a, b, ¢, d gefun-
den werden kénnen, sodass identisch

aP-+bQ +cR+dS=0.

Diese identische Beziehung, die zu einer identischen Beziehung zwischen
A,B,C.D,E F zuriickgefithrt wird, kann jedoch keine andere sein als
(1). Also ist

(2)

a=b=¢=4d;
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Ferner zeigt sich
atftr+s=0
a—f+k (r—0)=0)

Die Ebenen, welche die vier Geraden schneiden, zerfallen in 2 Systeme,
von je w2 Ebenen:

1. alle Ebenen durch b;

2. die ferner genannten Ebenen: diejenigen des zweiten Systems, be-

stimmt durch die Punkte P, Q, R, S,
P=a(A+B)+C,Q=8(A—B)+ D, ?
R=y(A+kB)+E S=06(A—kB)+ FY

3)

(4)
wobei «, f§, 7, 0 (3) geniigen.

§ 3. Betrachten wir dieses letzte Ebenensystem naher. Es leuchtet ein,
dass ein solches System das dualistische Analogon einer geradlinigen drei-
dimensionalen Punktvarietit (02 Gerade) in R, ist. Dort bestimmen wir
gewdhnlich zuerst die Punktgleichung des Raumes, der durch die Punkte
jener Geraden gebildet wird, hier also die tangentiale Gleichung, welcher
die Raume durch diese Ebenen geniigen.

Ersetzen wir A =0 durch & =0,
B =0 durch &, =0,

C,D,E, F=0 durch &, &, &, & =0
(wobei &+ &4+ &5+ &,=0),....(1%),

dann finden wir jene Gleichung dadurch, dass «, 8, y, 0 und &g eliminiert
wird aus

a( +&)+46=0

B —&)+é=0

7 (& + k&) +&=0
(51—"52)'*‘55:0

(4)

mit (1+) und (3).
Die gesuchte Gleichung ist dann diejenige einer Varietét dritter Klasse:

(14 k) (& + k&) &5 (5—8) + &4 (6 + &)} —2kEs (51— &) =0.

§ 4. Durch einen allgemeinen Punkt in R, geht eine Ebene dieses
zweiten Ebenensystems. Jedes Paar dieses Systems schneidet einander
mindestens in einem Punkt und nur in einem Punkt. Hétten némlich zwei
jener Ebenen eine Gerade gemein, dann wiirden sie in dem selben R liegen
und in diesem Rj ldgen dann mindestens drei der Geraden a;, was streitig
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mit unserer Voraussetzung sein wiirde. Da durch einen allgemeinen Punkt
nur eine Ebene geht, ergibt sich:

Schneiden zwei Ebenen des zweiten Systems einander in einem Punkte
Q. dann ist Q der Schnittpunkt unendlich vieler dieser Ebenen.

Hier erheben sich also folgende Fragen: zu bestimmen

1) den geometrischen Ort von Q;

2) den geometrischen Ort der Ebenen durch Q, wenn Q festgehalten
wird.

Beide Fragen hingen eng mit einer dritten zusammen: zu bestimmen

3) den geometrischen Ort der Geraden, die alle Ebenen beider Systeme
(siehe § 2) schneiden; mit anderen Worten der Geraden, welche die fiinfte

assoziierte der vier Geraden a; ersetzen.
Die dritte Frage behandeln wir zuerst.
Wir kehren zu diesem Zwecke zuriick zu den Gleichungen (4):

P—a(A+B+C. Q=p(A—B)+D,R—y(A +kB)+E.

Durch P, Q, R ist eine Ebene des zweiten Systems bestimmt, wenn nach
(3) die Beziehung besteht

k+1)at+k—1)p+2ky=0 . . . . . . (5
Wir kénnen diese Ebcne darstellen durch einen Punkt U:
U=pP+qQ+rR=(ap-+pq-+yr) A+(ap—pq+ kyr) B+pC+qD+rE, (6)
worin p, q, r Parameter sind. Betrachten wir aber p, q. r als Konstante und
a, B, y als Parameter, zwischen denen die Beziehung (5) besteht, dann
stellt dieselbe Gleichung eine Ebene des ersten Systems dar.
Wir kénnen nun versuchen, eine Beziehung zwischen den Konstanten p,
q. r zu finden, sodass (6) nicht eine Ebene, sondern eine Gerade darstellt.
Die beiden Koeffizienten von A und B werden nur von einem Parameter
abhéngen, wenn ‘
p q r
p —q kr =0
‘ k+1 k—1 2k

d.h. wenn

4kpg=(k+ 1)’ qr—(k—1)?pr . . . . . . (7)

Eliminieren wir ; und r aus (5), (6) und (7), dann finden wir
U=tlak—Y)p+pk+1Dqgli—G—)p+(k+1)qgiA— 2(&
— {(k—1) p+(k-+1) ¢} BI+1(k+1? q—(k—1?p} (pC+qD)+4kpq E )

Mit p, g als Konstante stellt (8) eine Gerade dar, die alle Ebenen des
zweiten Systems schneidet und auch, da sie b schneidet, alle Ebenen des
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ersten Systems. Wenn wir hiernach p und g (oder lieber ihr Verhaltnis)
verdndern, dann zeigt sich:

Der gesuchte Ort ist eine Regelfliche F von einer Geraden beschrieben,
die von einem Parameter abhingt; jede Gerade schneidet alle Ebenen
beider Systeme. Durch jeden Punkt von b geht eine Gerade dieser Regel-
flage.

Fiihren wir nochmals einen Koordinatensimplex mit A, B, C, D, E als
Eckpunkte ein, dann kénnen wir diese Regelfliche bestimmen durch

xi={—(k—1)p+(k+1)q} {(k—=1)pa+(k+ 1) qp}
x,=—{(k—1)p+ (k+ 1) q} {(k—1)pa+ (k+ 1) qp{

x;=p {(k+1)> g—(k—1)*p} .. 09
xy=q {(k + 1> q—(k—1)* p! S
xs=4kpq

Wir kénnen sie auch als den teilweisen Durchschnitt zweier quadrati-
schen Raume betrachten, z.B. von

(k—1) (2ey—23) 23 + (k + 1) (x; + x2) x, =0
2k (xy—x3) 25— (k + 1) x5 (kx;— ;) = 0,
wobei man die in beiden Riumen liegende Ebene
x,=x,—=0
nicht mitzahlt.

Die Regelflache F ist also eine solche dritten Grades. Jede Ebene (a, 8)
schneidet F nach einem Kegelschnitt.

§ 5. Die Koordinaten eines allgemeinen Punktes U — siehe (6) —
kénnen wir schreiben

xy=ap+fq+yr
x,=ap—pq—+vkr

xX;=p B  {0))
X3 —(q S
2 =S /
wobei
k+10)a+(,k—1)p+2ky=0 . . . . . . (5

Durch p, q. r, a, B, y ist ein Punkt bestimmt. Umgekehrt bestimmt ein
allgemeiner Punkt U (x;, xo, x3, x4, x5) die Verhéltnisse von p, q, r und
weiter, mit (5), a, B, y; geometrisch ausgedriickt: Durch einen allgemeinen
Punkt geht eine Ebene jedes Systems. Jedoch werden unendlich viele
Ebenen des zweiten Systems durch einen Punkt Q (y) gehen, wenn wir
Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 — oder yy, ys, p, q, r — solche Werte geben, dass a, f und »
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aus den beiden ersten Gleichungen (10) und (5) nicht eindeutig aufgelost
werden koénnen. Dafiir ist erforderlich

|p q r|
p o kr
k41 k—1 2k|

So finden wir (7) wieder. Der geometrische Ort von Q (y) wird also
aus (10), (4) und (7) gefunden. Dies sind aber diesselben Gleichungen,
wodurch F bestimmt wurde. Daher:

Die Regelfliche F ist der geometrische Ort des Punktes Q, in welchem
unendlich viele Ebenen des zweiten Systems einander schneiden.

=0,

§ 6. Esmoge eine Ebene des zweiten Systems durch «, f, y, wozwischen
(5) besteht, gegeben sein. Wir konnen — siehe (10) — jene Ebene
darstellen durch

x;=ax;+ fxg+ 7 xs

X, =ax;— fx,+ ykxs

wobei (5) entsprochen ist,

oder durch
k+1 k—1
X =a (x3‘ Sk xs) +p (-7&1_ Ve XS)

k+1 k—1
x,=a(x;— “'—;— xs)'—ﬂ(l'«a"r 2 x;,).

Die Bedingungen, welche ausdriicken, dass eine Ebene des zweiten
Systems durch einen Punkt Q (y) geht, werden also ausgedriickt durch

k+ 1 k—1
¥t BT M KT %
k 1 k—1
X X3— ,,:fz'_ — Xy — > X5 |
=0, (11)
k+1 k—1 1
2 Hs—“z‘k—ys y"_fék_ Ys
k+ 1 k—1
Y2 Ys— 2 Ys —y4—7 Ys

d.h. dadurch, dass alle Determinanten von drei Reihen und Kolonnen aus
dieser Matrix gleich Null gestellt werden. Fiir einen Punkt, der nicht
auf F liegt, geniigt es natiirlich, die beiden Gleichungen ersten Grades aus
(11) zu nehmen. Aber wir wissen, dass fiir einen Punkt von F, jene Ebene
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unbestimmt ist. Das will sagen, dass ein Punkt Q (y) von F entspricht:

_k+1 k—1

o 2k Y5 YT g ¥

=0. . . (12)

o
E
“ Y> ys_"rys —yq——z—ys

Die aus (12) erhaltenen Gleichungen, die dadurch bekommen werden,
dass jede Determinante zweiten Grades gleich Null gesetzt wird, ergeben
also aufs neue eine Darstellung von F, die mit dem Schluss von § 4 in
Uebereinstimmung ist.

Dann kénnen wir aus (11) eine Kolonne weglassen und haben den
geometrischen Ort der Punkte x, die in den Ebenen des zweiten Systems
durch Q (y) liegen.

Die Ebenen des zweiten Systems durch einen Punkt Q (y) der Regel-
[lache F bilden einen quadratischen Kegelraum mit Q als Spitze, dargestellt
durch

| k+1 k—1

L X X3 2k X5 Xy zk X5

.‘ k+1 k—1

%xz X3=m Ty X TXy— 5 X =0, (13)
| k+ 1 k—1

| Ys=— Hp U Yya—™ 53 % l

|

Nach einem Satze WEITZENBOCKs ist der geometrische Ort der Spitze
eines quadratischen Kegels durch vier allgemein liegende Gerade die fiinfte
assoziierte. Es zeigt sich hier, dass jener geometrische Ort in unserem
Falle — die vier Geraden schneiden eine Gerade b — die Regelfldche F
ist, die also auch in dieser Hinsicht die fiinfte assoziierte ersetzt.

Ferner erhellt aus (11) und (12), dass F ganz auf K liegt. Also liegen
auf K alle Ebenen, die durch Projektion der Erzeugenden von F aus Q
entstehen.

Die Regelflache F liegt ganz auf dem Kegelraum K. Die beiden Ebenen-
systeme von K, deren jedes von einem Parameter abhingt, sind

1. die Ebenen durch Q, welche die Erzeugenden von F projizieren;

2. die Ebenen durch Q des zweiparametrigen Ebenensystems, das wir

bisher immer ,.das zweite”’ nannten (§2).

§ 6. Man kann die Erzeugenden von F als das System gemeinschaft-
licher Sehnen von «4 Kurven des vierten Grades betrachten. Setzt man

in (9)

P ) P a o
- A, (k Uq +k+1)p=n
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dann wird F folgendermassen dargestellt:

o={—(k—1)1+k+1}p "

xy=—{k—1)A+k+1}pn

x3=A ) —(k—1)2 214 (k4 1)? e . .. (19
xy=—(k—1)? 2+ (k4 1)

x5 —=4ki

Eine erzeugende ! von F ist dadurch bestimmt, dass 4 ein konstanter
Wert gegeben wird; nehmen wir dann auch u konstant an, dann ist auf
1 ein Punkt bestimmt.

Setzen wir in (14) noch

(1)
A==, . . . . . . . . . (15
v () 13)

worin ¢ und y Formen des zweiten und des ersten Grades sind, dann ist
durch (14) und (15) ein System von o4 Kurven C44) des vierten Grades
bestimmt. Wihlen wir z.B.

A= u?

dann haben wir ein C;', worauf die Erzeugenden von F eine quadra-
tische Involution bestimmen. Es ist bekannt, dass die Sehnen dann
alle dieselbe Gerade, die man die Involutionsachse nennen kann — hier
also b —, schneiden. Man begegnet also einer bekannten Figur, aus welcher
leicht verschiedene vorher besprochene Eigenschaften abgeleitet werden
kénnen 1). In Zusammenhang mit dem Folgenden vermelde ich noch:

Keine zwei Erzeugenden von F (Sehnen von C,14)) schneiden einander;
keine drei Erzeugenden von F liegen in demselben Rj.

§ 7. Wir gingen aus von vier Geraden a,, a,, as, a4, die eine Gerade b
schneiden und ferner allgemeine Lage haben. Hierdurch sind die Ebenen
des zweiten Systems und daraus ist F véllig bestimmt. Wir weisen nun
noch nach, dass dieses Ebenensystem und F invariant sind, wenn wir die
Geraden a; (i=1,... 4) durch vier andere beliebig gewihlte Erzeugende
von F ersetzen. Hierfiir geniigt es, zu zeigen, dass wir eine dieser Geraden,
z.B. a4, durch eine andere Erzeugende a;t ersetzen kdénnen. Wir wissen
schon, dass jede Ebene, die nicht durch b geht und ay, a,, as, a4 schneidet,
auch a,* schneiden wird; wir miissen beweisen, dass jede Ebene die nicht
durch b geht und a;, a,, a;, ay+ schneidet, auch ay schneiden wird.

Wir wollen also von einer nicht durch b gehenden Ebene ausgehen, die

1) J. F. DE VRIES. Analytische behandeling van de kromme van den vierden graad
in Ry; Dissertation Leiden, 1922.

2) H. G. TELLING. The Rational Quartic Curve in Space of three and four Dimen-
sions. Cambridge Tracts in Mathematics, No. 34, 1936.

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIII, 1940. 62
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ay, as, as, a4 schneidet, nacheinander in P+, Q+t, R+, S+. Wir kénnen
durch Pt und Q* auch eine Ebene unseres fritheren zweiten Systems
bringen, die also ay, a,, as, a4 und a4t schneidet. Nehmen wir an, dass
diese Ebene nicht mit der vorigen zusammenfallt, dann liegen a; und a,t+
in demselben Raum mit diesen beiden Ebenen und mithin auch mit ihrer
Schnittlinie P+Q+. Anders gesagt: Der Raum durch as und a4+ schneidet
a; und a, in P+ und Qt. Der Raum durch a3 und a,* schneidet aber alle
Erzeugenden von F in Punkten von b; Pt und Qt sind also auf b ge-
nommen, gegen die Verabredung.

Die Ebene durch P+, Qt, Rt, St fallt also mit einer unserer friiheren
Ebenen des zweiten Systems zusammen. Beim Uebergang von a; (i=1, ...
4) auf vier andere Gerade von F sind das zweite Ebenensystem und F
invariant.

II1.

§ 8. Drei Gerade a;, as, a3 liegen in einem R, der von a4 in einem
Punkt P geschnitten wird.

Mége [a] die quadratische Regelschar sein, wozu a;, as, a; gehéren und
[#] die komplementire Regelschar von [a]. Man sieht sofort, dass das
Ebenensystem, das die vier Geraden a; schneidet, besteht aus:

1. dem Ebenenbiindel P in Rj;

2. ol Ebenenbiischeln; Triger eines solchen Biischels ist jede Gerade b
von [f]; der Biischel liegt im dreidimensionalen Raum durch b und ay.

Schliesslich leuchtet es ein, dass jede unter 1) und 2) genannte Ebene
von jeder Geraden aus [a] geschnitten wird. Die Geraden der Schar [a]
treten hier also an die Stelle der [iinften assoziierten as.



