Mathematics. Ueber die Differentialkovariante erster Ordnung der
binidren kubischen Differentialform. Von P. G. MOLENAAR. (Com-
municated by Prof. R. WEITZENBOCK.)

(Communicated at the meeting of December 28, 1940.)

In einer fritheren Arbeit habe ich Differentialkovarianten erster Ordnung
der bindren kubischen und der bindren biquadratischen Differentialform
aufgestellt 1). Die Methode griindete sich auf die Elimination der I'-Sym-
bole aus den Gleichungen fiir die kovariante erste Ableitung.

Wie EMMY NOETHER aber angegeben hat, kann man die Differential-
kovarianten auch gewinnen aus gewissen Differentialausdriicken, ohne
Hilfe der CHRISTOFFELschen I'-Symbole 2).

Ich habe im Folgenden diese Methode angewendet auf die binire
kubische Differentialform. Die Elimination der zweiten Differentiale
gelingt durch Einfithrung von Kontravarianten. Man findet dann eine
lineare Differentialkovariante erster Ordnung, die, abgesehen von einem
Zahlenfaktor, nichts anderes ist als die schon friither aufgestellte Kova-
riante, und der man folgende Gestalt geben kann:

. aa,-ks aa”
— ikl 3 g e
ly— Q dx1 + a;s dx;
§ 1. Die bindre kubische Differentialform
f=a}, —aimdxtdxkdx! . . . . . . . (1)

besitzt drei Komitanten

A=a} =(ab) agx bax R =(ap)* = (ab)*(cd)? (ad)(bc) )
Q=(f. A" =(aq) &}, a,, — (ab)*(ca) b, c}, = QJ, s

Setzt man

a, — + a?
— (3)
a,——a
1) Vgl. P. G. MOLENAAR, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch.,, Amsterdam, 41,
278—288 (1939) und 42, 158--166 (1939).
%) Vgl. E. NOETHER, Géttinger Nachrichten (15.1.1918) und R. WEITZENBOCK,
Invariantentheorie, S. 359.



42

so kann man aus (1) den kontravarianten Tensor

ikl 0 90 0
ax,- axk ax,

bilden. Ferner sind

a!, dx'dxk Oixl und ak! dx? 3_2% —a—ale

gemischte Tensoren.
Einen Faktor 2. Art kann man anschreiben mit kovarianten Symbolen;
auch aber mit kontravarianten Symbolen. Sie sind einander gleich, denn

(ab)=a, b,—a, b, —a' b;
(@’ b')=a' b’*—a’b' = a' b;.

Definiert man nach (3) auch kontravariante Symbole af, so ergeben sich
noch die Tensorkomponenten:

aik = (ab)? a' b ok = (ab)? a; b
QK =(ag)a*a! QK = (ad)a* a! =(aa) a*!
L = (aa) ax ol = (ac) a! ax = (aq) al a;.
Aus
ai*! Quum = (aQ) a! Qm = (bc)* (dc) (ad)? a! by =
1 (ad)? (bo)? (dc) (a! b — b! am) = & (ad)? (b0)? (dc) (ab) 8k

folgt

2t Quem = 8y . . (4a)
und daher auch |

Q¥ aipm = B (46)

Es gibt noch eine andere Relation zwischen den oben definierten

atkl, Q! und den aiki, Qixi-

Mittels der absoluten quadratischen Kovariante

gfb‘:(%?);afix also gikz(_—T}?); Aik « + « . (5)
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kann man eine Zuordnung von kovarianten zu kontravarianten Symbolen

festlegen.
Ist gP9 der algebraische Minor von g,, aus |g|, so ist

gl’q = (:21—2)_‘ aPi

mit der Eigenschaft

gl gpr= ‘52-
Es sei bemerkt, dass fiir diese g und g, nicht die Relation (3) gilt. Mit

Hilfe von diesen gP? kann man die Indizes von a;y, ,hinaufziehen”. Man
findet dann

iy . 4 . 4 -
9" g"* g" auw=— p; @ fy" @y = — p; (aa) (Ba) (va) o* B .
Nun ist

(aa) (Ba) () age Pox 70 = & Q3

also

gi). gk!‘ gl,’ aiur — —[‘)2 Qikl . C . . N * * (6a)

Auf dhnlichem Wege erhilt man:
ghgttagl Qe,—a™ . . . . i ; . [6B)

Fiir die Aufstellung der Differentialkovarianten erster Ordnung braucht
man diese Relationen (6a) und (6b) nicht zu kennen.

§ 2. Sind dx? und éxi(i==1, 2) zwei Reihen von Differentialen, so ist
neben

f= aixi dxt dx* dx!

auch die Polare

Fe= %ﬁc’) dxt =3 a;r; 0x! dx* dx!

eine absolute Kovariante.
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Das totale Differential einer absoluten Kovariante ist wieder eine
Kovariante. Bildet man nun die Kovariante 2)

Q(f)=9of—df;

so ergibt sich, dass die gemischten Differentiale ddx herausfallen, denn

of = _aaa% ox™ dx! dx* dx' + 3 ajx; ddx? dx* dx!
df;=3 % dxm 8xi dx* dx! 4 3 a;x; dox! dx* dx! 4 6 aix; 6x' d? x* dx!

also

Q)= (%";”;’ —3 ag;’:’) 8xm dxi dx* dx!—6 amks dx™ d? x* dx!

woraus folgt, dass

D= (aaa;,’;’ —3 a’;.";:.H) dx'dx*dx'—6am d*xkdx!. . (7)

die Komponenten eines kovarianten Vektors sind.
In gleicher Weise kann man aus der absoluten Kovariante

— -4
Q?&Z(TR) s B

einen Vektor mit Komponenten

_ (0Qik 0Q5k! TR ER 2k gl
!I’s_( Oxs 3 3, )dx'dx dx!—6 Qs d? xkdx!. . (9)
ableiten.

Die Elimination der zweiten Differentiale aus (7) und (9) gelingt nun
so: iiberschiebt man (7) mit o™ so entsteht der Vektor

X, =am O = am (%aikz_ 3 aamkl) dxi dx* dx! —6 a™ apy; d? x* dx!.
Xm Ox; s
Nun ist
al amk1 = (0a) as akt = — Qsk1.
Daher ist

X;=am (aai""’ —3 ag'"’_") dxidx* dx! + 6 Qs d? x¥ dx'.. (10)
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Somit folgt aus (8), (9) und (10)
_ i

ps:Xs+ (TR> D, =

_\ n(%aix O0amki —R\: (0Qik: astI L Ak At

_gas(m_3 axi)+(7> (bes axl)§dx dx*dx!.
Ueberschiebt man schliesslich diesen Tensor vierter Stufe

o om[02ikt ., 08mkl —R\! (0Qikt astl
Pigi,s = o (ax,,, 3- Ox; ) + (T) ( 0xs ax, )

mit aik!, so bekommt man den linearen Tensor

Ts = alk! pikl,s —

0a;k1 0amki —R\! ., (0Qik astl
— ikl m _ < _or ikl | Z2CIKE i {514
-4 (am 3dx,)+(2)a (Oxs ax,_)

Nun ist wegen (8) und (4a)

—R % 0Qik: ast:
2 bxs Ox;

:aiklg(aQikl _3 aQS"') e 3B (szl ok — Qski 6R>% =

0xs 0x;
Oa‘kl Oaik! 10R
(sz: —3 Qskt —axi,) ~ 43x,
und da 3)
10R 5 _ Oat! ‘
Ed_xs —((P Q) "/)s—'ag Qlkl

bekommt man

ikl
T, = aikl qm (aaa’;“ _ 9%;””) (2 Q,kt da” —3 stl B ) (11)

§ 3. Diese lineare Differentialkovariante T ist, abgesehen von einem
Zahlenfaktor, nichts anderes als die frither aufgestellte Kovariante

Lix = (py) (pa)? (aa) agx — (pa)? (pa) (va) age =I—1I. . . (12)

3) Vgl. P. G. MOLENAAR, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch.,, Amsterdam, 42,
257—261 (1939).
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Man findet leicht:

Ts = (ag)’ (ay) as— 3 (a9p)? (ay) (ag) as—2 (¢ Q) ys + 3 (¢Q)? (py) Qs =
= — 2 (ag)* (ay) (ap) as— (ap)? (aa) (py) as— 2 (pa)’ (pa) (aa) ws +
+ 3 (pa)? (aa) (py) as =
=4 I,—2 {(ap)® (ay) (ap) as + (pa)® (pa) (aa) ws} =
=4 1;—2 (ag)? (ay) (ag) as =
=4 I;,—2 {(ap) (ap) (ay) (ap) as— (ap) (aa) (py) (ap) as} =
=4 I;—2 {(pa)* (ya) (pa) as— (ap) (aa) (py) (ap) as} =
=4 L2+ 1) =2(I;,—1I)=21.

Der Kovariante l;, kann man noch eine andere Gestalt geben. Durch um-~
formen entsteht:

Is=(py) (pa)’ (aa) as —(pa)? (pa) (ya) as =
= (pv) (pQ)* Qs + (ap) (a0) Bs—} (af)? 0s =
=(Qy) (pQ)? ps—(Qp)* vs + () (a0) fs— % (af)? os =
= (Qo)* (Qy) @s + (ap) (ao) Bs

also
. 0&iks Oail
— )ikl P Sl
= Q! Py + ajs o (13)
Da
a;s all = 6_5 . §

ist wegen (4b)



