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§ 1. Ich beweise zunichst zwei Sétze iiber die Funktion Gy (w), die
ich auch in einigen anderen Arbeiten 1) untersucht habe.

Die Funktion Gpj'(w) wird definiert durch 2)
=1 II r —f-bh—bj) H I'(a]—bh)

m,n
ey (
Jj=m+1

XpFq-1 (14+br—ay,..., 1 +br—ap; 1+br—b,,..".., 14+bp—bg; (—1)m+1+Pw),
Hierin wird w0
0=n=p<q 1=Em=q,. . . . . . . (2
bj—bp nicht ganz (j=1,...,m; h=1,...,m; jFh). . (3)

11 I'(b;j—b) II r'(1 + by—a;)
j=

aj,...,ap - j#h b
bt ) 2 @ X )

und
aj—byn#1,2,3,... j=1,...,n; h=1,....m). . . (4

vorausgesetzt; der Stern bedeutet, dass die Zahl 1 4 b, — by, im System
1 + by, —by, ..., 1 + by—b, gestrichen werden muss 3).

1) MEIER, [18], [13], [14], [16], [19] und [20].
2) Man vergl. [18], 11 und [16], 199.
Ist p = 0, so wird die Funktion G durch G’" O (w|by, ..., bg) bezeichnet.

3) Ist|w]|<1und p>0, so hat die Fu.nktion G"’q" (w) auch einen Sinn fiir ¢ = p;
in der vorliegenden Arbeit aber werde ich nur den Fall mit ¢ > p betrachten.
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Aus der Definition (1) folgt sofort, dass Gp'y'(w) eine symmetrische

Funktion von ay,...,a,, von ap,...,ap, von by, ...,b, und von
bmti,..., b, ist
Ist

m4+n—ip—3q>0und |argw|<(m+n—%ip—%qg)n, . (5)

so besitzt die Funktion G,y (w) die Integraldarstellung 4)

m n
11T (b;—s) I T'(1—a; +s)
Jj=1 j=1

GZ:’qn (w aj., ap)zfl; = i 5 wsds; (6)
bi.....bq “| I r(1—bj+s) IO I'(aj—s)
o J=m+l j=n+1
L
der Integrationsweg L lauft von — i+ 4 nach wi+ 1 (1 ist eine

beliebige reelle Zahl) und zwar so, dass die Punkte
bjby+ 1, b+ 2 woe (=1, wums 1)
auf der rechten, die Punkte
aj—I1,a;—2,a;—3, ... (j=1,...,n)

hingegen auf der linken Seite von L liegen 5).

Die Funktion G (w) kann also, falls die Ungleichungen (5) erfiillt
sind, auch durch (6) definiert werden.

§ 2. Der Hauptsatz der vorliegenden Arbeit lautet wie folgt:

Satz 1. Ich unterscheide fiinf Féalle:
Erster Fall Es seien m, n, p, q. p v, o und v ganz rational mit

1=n=p<qgq<p+t+r—0, tp+iq—n<m=q. . . (7)

0=v=o0, totti—rv<u=rz;. . . . . . (8

es sei ferner
R(bj+dpr) >—1 G=1....m;h=1,...,4), . . (9
R@j+cr<1 G=11....n;h=1,...,%,. . . (10)
bj—by nicht ganz (j=1,....,m;h=1,...,m;jF#h), . (11)
aj—bn7F#1,2,3,... (i=1..., n;h=1,....,m), . . (12

aj—ap nicht ganz (j=1,...,n;h=1,...,n;jFh),. . (13)
dj—dn nicht ganz (j=1,...,u;h=1,...,u;jFh), . (14)
ci—dn¥1,2,3,... G=1,....v;h=1,...,4, . . (15)
aj+dy nicht ganz (j=1,...,n;h=1,...,4). . . . . (16)

4) Man vergl. BARNES, [1], 65—71. Die linke Seite von (6) ist gleich der Summe der
Residuen des Integranden in den Polen auf der rechten Seite des Integrationsweges L.
5) Dies ist moglich wegen (4).

6*
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Behauptung: Fir alle Werte von 4 und w mit %0, 0 F#0,
largn|<(m+n—3p—%q)a und |argw|< (u+v—}o—}1)a

gilt 6)
m,n al,...,ap v Clo ooy Cs
fG""’ (”" bl.....bq) Gis (“’" d,. . d)d"
0

_bl' ve ey _bm, Cir oo 04 Csy —bm+1. ce s —bq)

_al,.. .,—an.dl,. .o ,d-.-, —an+i, - --'_ap

(17)
=L Grnm (2

Zweiter Fall Es seien m, p,q, u, v, 0 und v ganz rational mit
0=p<q<p+t+r—o tp+tiq<m=q . . . (18
0=rv=o, 1I=Zp=r; . . . . . . . (19

es seien die Bedingungen (9), (11), (14) und (15) erfiillt.
Behauptung: Fiir 0, 070, |argy|<(m—3}p—3%q)nund
alle Werte von arg w gilt (17) mit n=0.

Dritter Fall Es seien m.n, p,q, it.v.0 und v ganz rational mit
=n=p<q<pt+r—o0 $pt+tiq—n=m=q . . (20)
0=v=o0, ot ir—rv<pu=zr;. . . . . . (8

es seien die Bedingungen (9), ..., (16) erfiillt und es sei

5 Ran— 2 RGN +E@p+D>E—pRE) (=) @)

Behauptung: Fir alle Werte von n und w mit %0, wF0,
|arg n|<(m+n—3%p—3%q)n und |arg w[<(,u.+v-—-§o—§~ )7
gilt (17).

Vierter Fall. Es seien m,n, p,q. . v.0 und v ganz rational mit

=n=p<q<p+tr—0 tpt+iq—n<m=q . . (7)
0=v=0, 3o+t r—v=u=+; . . . . . (22

es seien die Bedingungen (9), ..., (16) erfillt und es sei

él”‘“’"’—hé,m‘dh)+%<r—o+1>><z—o>m(a,-) G=L,....n). (23)

Behauptung: Fiir alle Werte von o und w mit n#0, wF#0,
|arg | <(m+n—3%p—3q)n und |arg w |S(u+v—%o—4%7)n
gilt (17).

8) Wie ich aus einer brieflichen Mitteilung weiss, ist Formel (17) auch Herrn ERDELYI
bekannt, Man vergl. ferner DOETSCH, [4], 667, Fussnote ¢) und TITCHMARSH, [24], 54,
Formel (2. 1.23).
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Finfter Fall Es seien m,n,p, q. u v,o und v ganz rational mit

0=n=p<qg<ptr—o ipt+tiq—n=Em=q . . (20

0=v=9, tot+irt—rv=p=+; . . . . . (22

es seien die Bedingungen (9), ..., (16), (21) und (23) erfiillt und es sei

bt Fran— 2 weal+ St 2 Re— 2 R >0,
q—P ? h=1 h=1 S

Behauptung: Fiir alle Werte von 5 und w mit 1 %#0, w # 0,
larg 7| < (m+n—3p—3q)n und |arg w|<(u+v—3}o—37)x
gilt (17).

Beweis. Bemerkung., Ausn<p<qfolgtip+ 3q—n>0; fir
jeden der fiinf Falle gilt also wegen (7), (18) und (20)

0=n=p<q und 1=m=q,

so dass die in (17) vorkommende Funktion G,'g'(7x) einen Sinn hat
(siehe (2)).

Aus p<gq<p+r—0 und v<o¢ folgt c<<7v und o+ 47—v>0;
mit Riicksicht auf (8), (19) und (22) gilt daher

0=v=0<t und 1=u=r,

so dass auch G§’; (wx) einen Sinn hat.

Beweis des ersten und des zweiten Falles. Ich
betrachte zuniachst den Fall mit

=n=p<q<p+i—o jptiq—n<m=gq, . . (29)

0=v=0, fot+it—rv<pu=r,. . . . . . (8

largy | <(m+n—ip—qa |argo|(u+r—fo—}1)n; (25)

ich nehme hierbei an, dass die Bedingungen (9), (10), (11), (13), (14),
(15) und (16) erfiillt sind und dass iiberdies

Max ?R(a,)—1< Mm SR(bh) .o . .. (26)

J =5

ist. Der Integrand auf der rechten Seite von (6) ist dann analytisch im
Innern des Streifens

Max c)“(a,)——l<m()< Min R(bp), . . . . (27)

j=1,. h=1,...,m
so dass man jede Gerade N (s)— 1 mit

Max R(a;) —1 <1< Min R (bp)
) h=1,...,m

Jj=1,...,n
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als Integrationsweg L wihlen darf und ausserdem auf (6) den MELLINschen
Umkehrsatz 7) anwenden kann. Durch Anwendung dieses Satzes erhalt

man, falls s der Bedingung (27) geniigt und |argn|<<(m +n—}p—13q)n
ist,

a0
fGZf’q" (nx
0

Fiir

P ﬁ I (bj—s) I"I F(l—aj+s)

ayy... dp e .
b,,...,bq)x dx=

II raq— b,—l—s) II F(aj—s)

j=m+1

—1 - Min Rbr) < R(s)<— Max R(a;) . . . (28)
=1,...,m j=1,...,n
gilt also

/i 1IIIW(I—I—b_,—i—s)Ill"(——a,—s)

ay,...,dp < . j=1

b b, ) * dx = . (29)

0 freeme e I I (—bj—s) jig I(1+a;-+s)
Jj=n+1

j=m+1

Nun hat man mit Riicksicht auf (6), falls

x>0und |argow | <(u+v—%o—37)a

2

ist,
& c. i ﬁF(dj—s) T}F(l—c,--f—s)
s beeerCo = o
G,,,(wxd d-)ZZ_ni (wx)*ds; | (30)
P tE it I'(l—d;j+s) i I (c;j—s)
Jj=p+i j=r+1

A

der Integrationsweg A lauft von — o0 i + 8 nach o i + g und lasst die
Punkte d;, d; +1, d; +2,... (j=1,...,u) zur Rechten, die Punkte
ci—1,¢c;—2,¢;—3,... (j=1,...,») dagegen zur Linken.

Wegen (9) und (10) kann man A derart wahlen, dass Bedingung (28)
erfiillt ist fiir alle Punkte s von 4, so dass Formel (29) angewendet werden

darf.

Tragt man nun in die linke Seite von (17) fiir G{". (wx) das Integral
(30) ein, so bekommt man, wenn man erst die Integrationsfolge vertauscht
und darauf Beziehung (29) benutzt,

§ ﬁ I(—a—s). ﬁ I(dj—s) ﬁ I'(1+b;+s) 1_1l I'(1—c;+3)

2niy S a _ 7
i F(l—d,—l—s) 1 F(1+a,+s) IT I'(cj—s) 1T I'(—bj—s) S

j=u+t Jj=n+1 j=r+1 j=m+1

7) DOETSCH, [5], 115; TITCHMARSH, [24], 47.
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Nun hat man wegen (24) und (8) (siehe auch die Bemerkung am
Anfang des Beweises)

I=Em+v=q+o<pt+rund 1=En+u=p-+r;
ferner folgt aus (25)

arg (%) ’ <(tut+mtr—fq—to—fp—§9)=n

Das Integral (31) ist also mit Riicksicht auf (6) gleich der rechten Seite
von (17), so dass (17) bewiesen ist fiir den Fall, dass die Bedingungen
(24), (8), (25), (26), (9), (10), (11), (13), (14), (15) und (16) erfullt
sind.

Ich werde jetzt beweisen, dass Formel (17) auch gilt, falls die Voraus-
setzungen (24), (8), (25) und (9), ..., (16) erfiillt sind 8). Bedingung
(9) gewahrleistet die Konvergenz des auf der linken Seite von (17)
stehenden Integrals in der Umgebung des Punktes Null, so dass ich mich
ferner auf die Untersuchung des Integranden fiir grosses x beschridnken

darf. Hierzu brauche ich das Verhalten der Funktion G,/ (w) fiir grosse

Werte von |w|.
Istnz21und m+n—3%p—3%qg>0, so lautet die asymptotische Ent-

,n

wicklung der Funktion Gp'y'(w) wie folgt 9)
aj, ..., ap ) \
by..... b, (
Cj.2

+ < +§ [|argw|<(m+n—%p—%q)n].ﬂ

n C‘.1
w 3 wltaj Cj‘0_+_ ~J,1

j=1 w

Die Funktion G%) (w) besitzt eine asymptotische Entwicklung der
Gestalt 10)

1
v exp ((p——-q)wq_:ﬁ)w"ng—}- T~ - - +;

worin

8) Ich werde also zeigen, dass (26) durch die weniger fordernde Annahme (12) ersetzt
werden darf.

9) BARNES, [1], 65—71.

Die in (32), (33) und (34) vorkommenden Koeffizienten Cj,h' Ap und f, sind unab-
héngig von w.

10) BARNES, [1], 80 und 108—110.

(32)
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diese Entwicklung gilt, falls p =q—1 ist, fiir | arg w | < $ n; ist p<q—1,
so gilt (33) fiir |argw | <(q—p + 1) 7.

Das Verhalten von G} (w) fiir | w | — o kann mit Hilfe von 11)
g—m
Gpg (w) = 2 [ Gpg (wele—m=2h=i) . . (34)
=0

aus (33) abgeleitet werden.

Aus (32), (33) und (34) ergibt sich nun, dass das Integral (17) fiir
v= oo konvergiert, falls Voraussetzung (10) erfiillt ist. Die linke Seite
von (17) ist also unter den Bedingungen (24), (8), (25), (9) und (10)
konvergent. Die Annahme (26) kann also fortgelassen und durch (12)
ersetzt werden.

Der erste Fall ist jetzt vollstandig erledigt.

Was den zweiten Fall anbetrifft, auch der Beweis von (17) mit n=20
und § p + % g <m ist geliefert, jedoch unter den Annahmen

fottr—rv<pu=rn . . . . . . . (39
largow | <(p+rv—%o—%7)m. . . . . . (36)

Ich werde erst zeigen, dass (36) fortgelassen werden darf.
Sind ¢ und 7 ganz rational mit 0 < ¢ <7 und ist

b;j#0,—1,—2, ... (j=1,...,1—1),

so gibt es nimlich eine nicht von n abhingige, positive Zahl r mit der
Eigenschaft

(1 4 ny——! H (aj + n)
= /=1 <r (n=0,1,2,...).
7} (bj +n)

j=1

Fiir beliebige komplexe Werte von w hat man also

|sFr—1(@ys o855 by, ..., breys w) |

e lw| | (@ o]l (| w])

§1+ (ll)f—r + (2!)1——7 + (3[)1'—0' +"°

2 —s 3 T—¢ T—GC
=( +r|w| L Plef= | Plw) +)

= exp( (z—o0) | w l*i’)

11) Man vergl. [16], Formel (22).
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Hieraus geht hervor, falls 1 < n <7 ist,
1 o
1"7’;1' 7F7—! (01,---.07;ﬂ|.---,Prﬁl:w)
11 I (B;)
J=n

< K|w|texp (S(I—O) [w |$).

wo K, t und s unabhéngig von w sind und s> 0 ist 12).
Fiir die Funktion G2 (w) gilt daher wegen (1) fiir | w|>1

G2 )| < Mlw rexplp —a) lw[=)  (>0).. . (0)

Nun folgt aus (18), dass 0 <q—p<<tv—o ist; das auf der linken
Seite von (17) stehende Integral ist also mit Riicksicht auf (33), (34) und
(37), falls n =0 ist, konvergent fiir [argn | <<(m —4 p-—34q)n und alle
Werte von arg w, so dass die Annahme (36) ausfallen kann.

Ich beweise jetzt, dass (35) durch die weniger fordernde Bedingung
1 < u < ¢ ersetzt werden darf. Aus p << q <p + ©— ¢ ergibt sich namlich
6<t1—2; aus v<¢ folgt daher 1<to+37v—v<7z—v—1 Ist
l1su<do+3zr—v» so gilt also u+1=<7, so dass die Funktion

nt+l,»
S

(w) einen Sinn hat (man vergl. (2)). Der Fall mit
l1fusdot+dr—vw

kann nun mit Hilfe der Formel 13)

, Clv ovvs Cs 1 _ e
G::: (w ) = Se—ntd!,+1 GI;,’*T'I:” (wem

27if
Cls v v e Cr,‘)e s
dpis s cutdedy ;
aus dem Fall mit x>} 6 + % 7— v abgeleitet werden.
Hiermit ist der zweite Fall erledigt.

—emidus1 GV (w e~

Beweis des dritten Falles. Ich nehme zunichst an, dass

12) ¢ bezeichnet die Anzahl der fortfallenden Anfangsglieder, d.h. die Anzahl der
Anfangsglieder, bei denen der Koeffizient

Hl {aj(a; +1)...(a; + h—1)}

:]:

RUILAB; (B 1) ... (b +h—1) TT T3, + 1)

verschwindet.
13) Relation (38) folgt ohne Miihe aus (1).
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3p+34q—n<m ist. Nach dem ersten oder nach dem zweiten Fall (je
nachdem n > 0 oder =0 ist) gilt Formel (17) fiir
larg | <(m+n—%tp—3%q)a
wofern die Voraussetzungen (9), ..., (16) erfiillt sind.
Nun geniigt die durch (1) definierte Funktion Gp'q' (w) den Reduktions-
formeln 14)
Gpa (w) =k G (wela—m—n i)

n—-1 (39)
+h2 Yh Gp, ( e(q m—h— 2)n1) + 2 xp Gp,q (w e((I—m—Zh)ni)
=o

und
Gt (@) =1 G} (wemn-a=i)

q,n—h mtht2—q)miy 4 31 q,n 2h—q) i 49
+ 2 On Gpg =~ (welmtht2z=a=i) L 3 2 Gplq (welm+2h—a)=i),
h=1

Aus (39) geht hervor mit Riicksicht auf (32), (33) und (34), dass (17)
auch gilt fir arg y=(m + n—4%p—1%q) =, wofern aj, b;, c; und d;
nicht nur den Bedingungen (9), ..., (16), sondern iiberdies noch (21)
geniigen; ebenso folgt aus (40), dass (17) unter der Voraussetzung (21)

giiltig bleibt fiir arg =—(m + n—} p— 1% q) 7, womit der Beweis fiir
den Fallmit {p+4q—n<m ge]iefert ist.
Ich betrachte jetzt den Fall mit m=4%p + $q¢—n. Wegen p<gq ist

daher m << q—n, also m -+ 1 < q, so dass d1e Funktion G'"+1 " (w) einen
Sinn hat. Nach dem Vorangehenden gilt (17) mit m + 1 statt m und zwar
fiir | arg 7 | < 7. Formel (17) kann nun mit Hilfe von 15)

G;:’qn(w a1.....ap>:__1__ e—"iBm41 Gm“"(we"i al,....ap)
Browsbe) 2 Buoeobod [ g
_e11/9m+1 Gm+l n (we—’”' ay,...,0p %
Bir..sByq
und
sz,qn(w al.....ap\):___l__§ _"“’n+1 Gm n+1 (we"i a,,...,ap)
Proerba) 2 Buoeio) (g
— e™i%nyy Gm n+1 (we—’"' a, .,.,ap) E
Biseeer By

aus (17) mit m + 1 statt m abgeleitet werden (man beachte auch die in § 1
erwihnten Symmetrieeigenschaften der G-Funktion).
Hiermit ist der dritte Fall erledigt.

14)  Man vergl. [16], Formel (23). Die Zahlen k, I, 7, o, #, und 4 sind nicht von
w abhingig.
15) Die Beziehungen (41) und (42) folgen sofort aus der Definition der Funktion

G'" ™ (w); (41) ist dquivalent mit (38).
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Der Beweis des vierten Falles geht auf analoge Weise.

Der finfte Fall kann aus dem dritten abgeleitet werden; man
lasse arg w nach =+ (i + v —% 06— % 7) n streben.

§ 3. Eine Folgerung von Satz 1 ist

Satz 2. Ich unterscheide drei Falle:
Erster Fall Esseienp, v, », 6 und t gan- rational mit

p>0,0=r=0=r—2, 1+dotir—rv<u=n;

es sei ferner

Rcn—aj) <1 (h=1,..., rij=1,...,ph. . . (43)
aj—b,§t—l,—2.—3,.:. j=L....pH. . . . (49
aj—ay nicht ganz (j=1,..., p: h=1,....p; jF£h), . (45
dj—dp nicht ganz (j=1,...,u; h=1,...,0; jF£h), . (46)
Gr—di 1. 230« J=Lisues v, h=1,...,n), . . (47)
aj—dy nicht ganz (j=1,...,p; h=1,..., n. . . (48)
Behauptung: Fiir alle Werte von v und o mit 7 #0, wF+0,
largy | <% 7 und largm <(u+tr—>%o—%r—1)agilt
ﬁ? ( b,—f—”aj ’}x F (1 bl—{—al,...,l—b,—}—ap; ) ?
17
o I(1—=b, + bj41) 5 —b,+ by, 1—by +bp+1; yx | (49)
X G (wx Cl"“'c’) dx =" GIfi v (2""‘ """ o b"“).s
d] ..... dg 7] 1Ay yaprd]' --odT

Zweiter Fall. Es seien p, i, v, 06 und t ganz rational mit

p>0,0=v=0=1—2, 1 +50F+ L1 —rv=u=r;
es seien die Bedingungen (43), ..., (48) erfillt und es sei

né‘ m(Ch)—h;’i M) +4e—o0+1)>(—1)N(a;) (i=1...,p)

Behauptung: Fiir alle Werte von 3 und o mit 3 %0, o F0,
jargy | <Yaund|argw | S (u+r—Fo—3 17— 1)a gilt (49).
Dritter Fall. Es seien u, », 0 und v ganz rational mit
0=r=0=1—2, 1=p=r;

es seien die Bedingungen (46) und (47) erfiillt.
Behauptung. Fir 4y #0, w#0, |argy | <ta und alle Werte
von arg w gilt (49) mit p—=0; d.h. also es gilt

Cl,.-..c';. 2ni " w
d.. ..,d)dx_ .z (

0+)

J (,] x)—b ellx Gi‘"-‘ ((ux

G v 5iCry b)_ (50)
s . |
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Beweis. Ist

Rdp—b)>—1 (h=1,....pm) . . . . . (51)

so kann das Schleifenintegral in (49) in bekannter Weise auf ein gerad-
liniges Integral reduziert werden:

(0+)

p
,-[:]1 + 1++b',ail )J (nx)" pFp (nx) G3x (0 x) dx

F(l—bl +a])
1—b1+b1+1)

Nun hat man wegen (1)
j’jgi—bl +a o ( bbb
i=1 F(l'—b1+bj+1) 7 pt'p 1—b,+ by ..., l—bl +bp+1;—7]t

J
—‘al, o s e 9 _ap
=G5 ( t' ):
pp+1 \ Y —bl' e, —bp+l

die rechte Seite von (52) ist also gleich

- -]
J Ghhn (ﬂ“_ah )“’""‘ it (wte=™)—e=7it Gi% (wte™)|dt.
: _bh . bp+1

Aus Satz 1 folgt i8), dass dieses Integral gleich

bl' C],...,Cg, b2,....bp+])
al....,ap, dl,-..,d-r

1 ; piprrr  [we
—Qenib Gc+5—’|—l,r+p
1 n

i bl' ClseeesCoy bz,....bp+])%

+1 we™
—e b G’_+ +’l T (
P p n 31,...,ap.d],..-,dr

ist; und dieser Ausdruck kann mit Hilfe von (42) 17) auf

ClyeeesCos b].---'bp+l)

228 Gatpty ey (2
L & T
N PENTTPN @ | By s s Aigsoitly s s wms

zuriickgefiihrt werden.
Hiermit ist der Beweis geliefert 18).

16) Ich benutze den ersten Fall von Satz 1, falls p >0, 14+30+437v—» <u und
largw | < (k+v—30—3v— 1)z ist,den vierten Fall, fallsp > 0,14 30+ 3r—v<u
und |argw | < (# +v— 30— 37— 1)x ist, und den zweiten Fall, falls p = 0 ist.

17)  Man beachte die Symmetrieeigenschaften der G-Funktion.

18)  Voraussetzung (51) darf bei (49) fortgelassen werden, weil der Punkt x — 0 nicht
auf dem Integrationswege liegt.

g f (e~ pFp(—n 1) {e™% G3'< (w te™)—e~"0: G2 (w te™)} dt.
0

/

(52)



