Mathematics. — Neue Integraldarstellungen fiir WHITTAKERsche
Funktionen. (Dritte Mitteilung). Von C. S. MElJER. (Communi-
cated by Prof. J. G. vaN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of February 22, 1941.)

6. Durch Spezialisierung der in den sehr allgemeinen Formeln der
Sdtze 3—12 auftretenden Parameter §, » und 1 werde ich in den
§§ 7—19 eine Menge von Integraldarstellungen fiir die Funktionen
Wi m(z?) und My m(2?) ableiten?’); einige so erhaltenen Sonderfille
waren schon bekannt.

Speziell werde ich die parabolische Zylinderfunktion D,(w) und die
durch (77) und (78) definierten Funktionen I,(w) und K, (w) betrachten.
Diese Funktionen kénnen folgenderweise in WHITTAKERsche Funktionen
ausgedriickt werden 28):

D,,(w):Z“‘*”w_*W;Hn,i;(%;wz), o e e (111)

1
T2 i1+ )

I, (w) Mo, (2w), . . . . (112)

K,(w):(%)* Wo,Quw). . . . . . . (113)

Ich gebe jetzt einige Hilfsformeln, die fernerhin hiufig benutzt werden %):
Mysmm(w)=wttme-tv, . . . . . . (114
M_j_mm(w)=wttmetr, . . . . . . (115)

Witmm (@)= Wiim—mw)=wt*tme-t¥, . . . (116)

JT

K:H(IU):(E)*C_W.. N (874

Hier folgen noch einige Bezeichnungen, die ich in den §§ 7—19
wiederholt zur Anwendung bringen werde.

27) Man findet noch andere Integraldarstellungen fiir Wi m (22), wenn man auf die
in dieser Arbeit abgeleiteten die Beziehung Wi m (22 = Wi —m (z2) anwendet.

28) 'WHITTAKER and WATSON, [27], §§ 16.5 und 17.212; MEIJER, [11], Formel (8).

29) Die Relationen (114), (115) und (116) folgen ohne Miihe aus (53), (56) und (54);
fir (117) vergl. man WATSON, [26], 80, Formel (13).
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Ist z7#0 und |argz|<<%m, so bedeute ¢ stets eine beliebige Zahl,
die der Bedingung

Max (—in —4n—arg2) < ¢ < Min(tn, fn—argz) . (118)

geniigt.

Ist z7#0 und |arg z| < }n, so bezeichne C einen in der komplexen
u-Ebene von —ooie 1292 nach oo ie 29 laufenden Integrationsweg,
der den Punkt u=0 durch einen auf der rechten Seite dieses Punktes
liegenden Halbkreis vermeidet.

Ist z# 0 und |argz| <2 n und ist ¢ eine beliebige Zahl mit (118),
so bezeichne B einen in der komplexen u-Ebene von — xie!? nach wiel?
laufenden Integrationsweg, der den Punkt u—=0 durch einen auf der
techten Seite dieses Punktes liegenden Halbkreis vermeidet.

Schliesslich bezeichne E einen in der komplexen u-Ebene von — i
nach ooi laufenden Integrationsweg, der den Punkt u—0 durch einen
auf der rechten Seite der imagindren Achse liegenden Halbkreis ver-
meidet.

§ 7. Ich werde zunichst zeigen, dass einige bekannten Integraldar-
stellungen der WHITTAKERschen Funktionen aus den allgemeinen Formeln
abgeleitet werden kénnen.

Als erstes Beispiel betrachte ich den Spezialfall mit S =4+ 14k
und x =4+ 2 von (63). Man hat niamlich wegen (74) und (81)

o2 (w2 jH20+kt+k
2,4

m,—m,++21-+k1+k
Aus (63) mit { =2%, v=u? =%+ 1+ k und x=1} + 1 ergibt sich
also mit Riicksicht auf (116)

=G5 (w?| m,—m)=2Kon(2w).

) J‘u—z"e‘""sz(Zzu)du. (119)

0

4ze— 1%

TG—k+mIG—k—m

Wim(z3) =

Diese Beziehung, giiltig fiir R (3} —k=+m) >0 und jedes z# 0, kann
auch aus (64) abgeleitet werden; denn Formel (64) mit { =22, v=1u?,
f=3++24+k x=21-+1 und vy =0 geht infolge (73), (74), (81) und
(114) in (119) iiber 2°).

Die bekannte Relation 3!)

Dn(z):I,i(—;z;l—)fu—”—‘e‘*“z‘z"du ... . (120
0

30) Ist |argz| < %, so folgt (119) aus (64) mit w —0; mit Hilfe der Theorie der
analytischen Fortsetzung schliesst man dann, dass (119) gilt fiir alle Werte von arg z.
31) Man vergl. WHITTAKER and WATSON, [27], § 16.6.
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ist ein Spezialfall von (119); ersetzt man ndmlich k durch 1+ §n,
z durch $z1”2 und u durch $u ]2 in (119) und nimmt man m=1%,
so bekommt man (120) wegen (111) und (117).

Ist z£0, |argz|<$sm und R(A) <1, so darf man (=22 v=u?
p=3+—24+k x=21—1% und y =2¢ setzen in (66); das Resultat wird

L ze 1%
Wk,m(z )_nil’(i._k-{-m) F(é——k"—m) F(l +21)
14k
x‘!u“‘z"“ et My_y 1 (u?) Gi's (ZZ u? %-l—gk, m, —m) s,

wo B den in § 6 definierten Integrationsweg bezeichnet. Die Funktion
Wi m(2?) besitzt also mit Riicksicht auf (87) die Integraldarstellung

27 zem % ‘uzzl—zk-%;qul1 1 (6?) Sz am 2zu) du;  (121)
ni (14 27), ~4 2 ’

B

Wi,m(2)=

hierin ist z# 0, |arg z| <47z und 1 beliebig mit M (1) <<4. Der Spezial-
fall mit A =0 ergibt wegen (115)

1-2k , p—} 2
2 — u=%* e Sk om (2zu)du. . . (122)

2]

Wim(2) =
E

Diese Relation gilt fiir alle Werte von arg z; der Integrationsweg E
ist am Schluss von § 6 definiert 32),

Man findet eine mit (121) verwandte Integraldarstellung fiir Wi, (2,
wenn man (=2 v=u? B=3—1—k und x—=1—1% setzt in (69).
Denn durch diese Substitution geht (69) infolge (73) und (81) in

2zet?

Wi,m(2)= =T +27) u?t+2k—t et My 4 (u?) Kom(2zu)du
C

iiber; hierin ist z7#0, |arg z| <1# und 1 beliebig mit R(k+21—$) <0,
wihrend C den in § 6 definierten Integrationsweg bedeutet. Fiir A=10
bekommt man das einfache, fiir alle Werte von k,m und z (z #0)
giiltige Resultat 3)

2zet®

Wi m ()= fuzkeu*Kz,,,(zzu)du. ... (123)

32) In Bezug auf (122) vergl. man auch (50). Die Umkehrformel von (122) fiir die
LAPLACE-Transformation kommt vor in einer friiheren Arbeit des Verfassers ([12],
Formel (12)).

33) Man vergl. auch (50).



301

Nimmt man k=% 4 §n und m =1 in (123) und ersetzt man z und
u bezw. durch 1z}”"2 und $ul” 2, so findet man mit Riicksicht auf
(111) und (117) die bekannte Relatlon 34)

%2
D, = bur—
(2)= ,L//zyztjaun w—zudy, . . . . . (124)

Man bekommt eine (119), (122) und (123) entsprechende Integraldar-
stellung fiir My (z?), wenn man (=22, v=u?, f=4%+ 21—k und
%=1 4 1 substituiert in (70); das Ergebnis wird wegen (74), (116) und
(80) die fiir R (4 + k+ m) >0 und jedes zF# 0 geltende Beziehung

2zet#I'(1 4+ 2 m)

Mem &) =" F e tm)

‘J u?* e~ Jom (2 zu)du; . (125)

0

diese Formel kann auch aus (71) mit {=2z% v—=u? =4+ 1—k und
x =14 + 1 abgeleitet werden.

Ist h=—1 oder =0 oder =1, —%—Fth<R(m<<i—h,
R(E—k+m)>0, z7#0 und |argz|<4n, so folgt aus (62), mit {=2z2,
v=u? f=Ltk—im—Lth x=1k+im+thund iI=Lt+1k+im+1L1h
angewendet, mit Riicksicht auf (74) und (82)

(—1)r2ze 4% I'(—k—m—h)
I (4—k + m) I (—k—m)

Wk,m (22)

we—liargz

% [ u—ktmth b Wi v iny vk imein (U3 Yom (2 zu) du.
e

Eine analoge Beziehung kommt zum Vorschein, wenn man {—22, v—=u?,

p=—3tk—im—Lth, x=%k—Litm—+th und A= —%k+im+1ih
substituiert in (68); man findet dann namllch

we—iargz

—r2zedr L )
uktmthe=3® My ym—yni—1k+im+in @0?) Yom(2zu)du

e m‘zz’—m

hierin ist h—=—1 oder =0 oder=1, — 3 —L A< R(m)<+—h, zF0
und |argz|< 1=

Als letztes Beispiel gebe ich eine Anwendung von (50); ich setze darin
p=1, »=o6=0, 1=2,di=m, dy=—m, b=L1+k w=2% n=1

34) 'WATSON, [25], 132; ERDELY], [6], 351.
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und x—=u? Das Resultat wird infolge (80) und (58), falls z =0 ist,

Mk'm(zz): Ze_L‘E“ F(l + 2 rtl) F(“IZ + k-"m)fu_zk euz J2m (2 le) dll. (126)

T
E

Die - Beziehungen (119), (123), (125) und (126) waren schon bekannt3%).

§ 8. In diesem Paragraphen werde ich zeigen, dass andere friiher
gefundenen Relationen gleichfalls in den allgemeinen Formeln enthalten
sind. Ich setze dazu erstens { =22, v—=u? f=1+a »=m-+a und
A=k—a in (62).

Nun folgt aus (73), (74), (75) und (80), dass

% + kr—m

m—m,}+ k, %+2a—k> = Gi? (w?|m, }+2a—k)

21 [ )2
G324 (w

= wh+2ekm GEY (w? | bkt fm—a—},— b k—fmtat )= wht2ekem f o0 (2 w)

ist; der betrachtete Spezialfall von (62) liefert also

2 zm—k+2a+4 o—42 ' (L + k—m—2 a)
2\ —
Wi,m (22 = '(i—k+m)
we—iargz . (127)
X f umk—tet® W o ko (0% Jkem—20—13 (2 zu) du.
0

Diese Beziehung gilt fiir z#0, |argz|<%z und R(F—k+m)>0;
a ist beliebig mit R({ +k+m—2a)>0 und R(1+k—3m—2a)>0.

Mit Hilfe der Formeln (64), (66), (68), (69), (70) und (71) kdnnen ver-
schiedene mit (127) verwandten Relationen abgeleitet werden. Dazu
substituiere ich:

f=3++ax—=—m—a und A=—k + a in (64),
p=%++a,x=—m+a und A=—k+ a in (66),
=l4+ax=—m-+aund A= k—a in (66),
14+ax=—m—aund A=—k—a in (68), .
l+ax= m+taund A= k-4 a in (69),
+a,x= m-+aund A=—k—a in (69),
t+ax=—m—aund A= k-4 a in (70),
=3+4+ax=. m—aund A= k+ain (71).

Il

tof= rel= ng

= % ™ ™ ™ ™
|

35) MEIJER, [11], Formel (3). ERDELYI, [6], Formel (1); [7], Formeln (5) und (3).
Man vergl. auch WATSON, [26], 394, Formel (3).

Die Beziehungen (123) und (126) kommen bei ERDELYI in etwas andrer Gestalt vor.

Die Spezialfalle mit k=0 und m =—1% von (119) und (125) sind von HARDY, [9], 6
gegeben worden.
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Diese Substitutionen ergeben successive mit Riicksicht auf (81), (87)
und (80) (ich setze immer { —2z? und v—=u? und iiberdies noch y=2¢
in (64) und (66))

w 2 4 zm—kt2etie—i2
k,m(z)—p(%_k_f_m)F(I—Zk—f—za) 2

(128)

wel?

X f unk=be=dw M 5 o gra (0?) Kmik—20—3 (2 zu) du S
0

(wo z7#0,|argz| < 4m, R(3—k+ m) >0 und a beliebig mit R (} —k-+a)>0),
—m—3k+2a+] ,—m—k+20+3 o—422
Wim (29 = 2 z _ e
i
(129)
Xfu—m—k—i et M_mia,—k+a (02 S3k+ m— 20—, m—k +20+14 (2 zu) du
B
(wo 20, |argz| <37, R(E—k-+m) >0 und a beliebig),
W (zz)_2—m—3k+2a++}z—m—k+2a+2e—-izﬂr(%—i—k+m—2a)F(l—2k+2a)
hmls J = ailt—k+mT'(14+2k—2a)
' (130)
X[u—”""‘_*e*"’ M_m+a k- (%) S3k+ m—20—4, m—k+20+3 (2 zu1) du
B
(wo z£0, |argz|<{n, R(t—Fk-+m)>0 und a beliebig),
2 zm+k+2a+] 42 I'(L—k—m—2a)
24 o )
Wim () = I(1—2k—24a)
we—flargz (131)

X f ugmtk—t o—tu? M_m—-a,—k—a (112) Jm—k—Za—i (2 z ll) du
0

(wo z7#0, |argz|<ism und a beliebig mit R(}—k+m—2a)>0
und R(1 —k—3m—2a)>0),

Wi,m (z2%) =

2 zm+k+2m+geéz2 I (]7 + k_m)
ail(1+2k+2a)

(132)
Xfu"”"‘* et Muta ke (U3 Km—k—20—3 (2 zu) du S

C

(wo zF0, |argz| <47 und a beliebig mit R(1 —k—3m—2a)>0),
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2 zm+k+2a+}oi2? l‘(_é__k_m_z a)

2N —
Wim (&) = ail' (1—2 k—2a)

Xfu"“’k_* et Mm+u,—k—a (u?) Km—k—2a—4 (2zu) du
c

(wo z£0,

argz|<}= und a beliebig mit R(1 —k—3m—2a)>0),

2 zm+k+2e+} e}z’[‘(l +2m) mu
TG+rtm

Mk,m (22) = s & ~hghP W—m—a,k +a(u2) Jm—k—2a—§ (22!1) du (133)

0

(wo z#0,R(3 + k+ m) >0 und a beliebig mit R (} —k + m—2a) > 0),

we—iargz
k—m+2a+i ot2® ['(] 2 .
z I +e2k+(2a_)|_ m)fu"‘"‘—*e—*" Mmn-ok+a (W) Im+k+2a+3 (22u) du (134)

0

(wo z£0,|argz| <47 R(2+ k+ 3m) >0 und a beliebig mit
R(GE+k+a)>0 und R(1—k + 3m—2a) > 0).

Mk,m (22) = 2

Die Relationen (127), (128), (131), (132), (133) und (134) habe ich in
einer friiheren Arbeit 3¢) auf elementare Weise abgeleitet und ausfiihrlich
untersucht,

Einige Formeln des vorigen Paragraphen sind als Spezialfille in den jetzt
gefundenen Ergebnisse enthalten. Nimmt man ndmlich e=3k—{m—1%
in (128), so findet man wegen (114)

wel?

—i2
Ser u?*e ™ K)m (2zu) du

I'(4—k+m) I'(}—k—m)

(]

Wim(z?) =

und diese Beziehung kann leicht in (119) iibergefiihrt werden.

Auf analoge Weise folgt (122) aus (129) mit a—4k+ 4 m—4%. Ebenso
(123) aus (132) mit a=—3Fk —} m—% und schliesslich (125) aus (133) mit
a——3}k—}m—1%; Formel (125) kann auch aus (134) mit e—=—3k+4m—14
abgeleitet werden.

§ 9. Wegen (87) und (86) ist
S.» (w)=2""11"a I'(} ++) {H, (w) — Y, (w)}.
36) MEIER, [15], Formeln (22), (18), (27), (34), (42) und (38).
Nach dem Erscheinen der Arbeit [15] sind noch einige Spezialfille der ebendort

behandelten Ergebnisse versffentlicht worden. Man vergl. DHAR, [3]; MOHAN, [21], [22];
SHASTRI, [23].



305

1 ergeben also

Die Spezialfille von (129) und (130) mit a—k—
Wi,m (2%) = il F_(% +k+m
Vi

X f ukm=d 4 My s (1) {Hesm (2 26)— Yiesm (220)} du
5

und
2zkmtl e ['(1—k+m) '(} + k+ m)

Wi &= Vi DGk -+ m)

X f ukm—t b My (1?) {Hiorm (22) — Yerm (220)) du;

B
in diesen beiden Beziehungen ist z7£0,|argz|<4a und R({ —k+m)>0.

Man bekommt zwei entsprechende Integraldarstellungen fiir My, n (z?),
wenn man (=z2% v=u? f—=i—k x—=—k—m—} und 1=—1 bezw.
A=1 substituiert in (72); wegen (73), (75) und (84) gilt ndmlich

L—k.m r—k.om
3,1 2 2 ’ _ 3,1 2 2 ’
G2,4(w ——k,%—k,m,»—m)—Gz’é(w %—k,—k,m,——m)
1—k L —4k+1im
— 3! 2 2 k- 2,1 2 z 3
—G"3(“’ y—ko—k —m)—“’ "’G”(“’ y— bkt hm,— bkt hm, f—gm

=aw*m{l,  2Qw)—Lnu_r (2Qw)}.

Die zwei betrachteten Spezialfille von (72) liefern daher

z—k—m+1 o} zi[_'(l -+ 2m)

Miem 4= VT

X f wh=m—t et M o 1 (62) Ui (2260) — L (2210)} du
C

bezw.
_2z%m 2 P(1 4 2m) (1 + k + m)

M. ()= VrilD(+ k +m)

X J uk-m=tet® M_y 11 (0 Ik 2zu)—Lm—k (2zu)} du;
¢

diese zwei Relationen gelten fiir z7#0,

und RE+k-+3m) >0.

argz|<im, RE+k+m>0

)
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Ich werde noch drei analoge Formeln ableiten; dazu setze ich

(=22, v=vy=2¢, =%+ kx=%—k—m und A=1 in (64),
(=24 v=ul,f=%t—kx=%}+k+mund A=1% in (71),
{=24v=u’f=}—k+}+h.x=%1+k—m—}h und A=—1%+}h in (68).

Ich erhalte dann mit Riicksicht auf (85), bezw. (83), oder (82)

4 zktm+l o—12 ['(1—k—m) I'(} + k—m)
V' (3 —k—m)
oty . (135)
Xf’l—'”""* e 4 My k- m,3 (0?) {Im—k 2zu)—Li—m (2zu)} du
0

Wim (2?) =

(wo z#£0,|argz | <37 R(1—k +m) >0 und RE—k—m) > 0),

bezw.

Mk,m (zZ): 4 z—k—m+1 eiz’—F(l +2m)I'(1 +k+m)
Va '} + k+ m)

we—iargz

Xf""'""* e 4 Miymsii (W) Hni (22u) du
0

(wo z#0,|largz| <12 RE+k+m) >0 und R(E+ k4 3m)>0),
oder

_1)h+l zz—k+m+h+1 eiz’ [’(_2}_ + k_m)

Wk,m (22) = ( rg+ h)

we—largz

X fuk+m—} e—tu? Mk—m—{h+£,ih—£ (uz) Yk+m—h (2211) du
‘0

(wo 20, |argz|<}tn R(EF+k+m)>0, R(E+k,k—3m)>0und h ganz
rational mit 0=h<R@E +k—3m)).

Der Spezialfall von (135) mit k—=4v—4% und m=—4»—1 ist neuer-
dings von Herrn PH. BoCK %) gegeben worden.

37) BOCK, [2], 165. Die betreffende Formel enthilt bei BOCK einen Rechenfehler.
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§ 10. Wegen (74), (75) und (85) hat man

r] k
G2 (wz m, § + 1) = G2} (wz

m,—m,}+km—1%

m
m,—m,m—1%

m—+ 1 )__ nw} {1 —2m (2 w)—bom—y 2w)i.

m+ii—mm—1) sin2man

=w GV} (w’

Aus (63) mit (=2% v=u? f=Ltk+4tm x=%—L+k+4itm und
A=3%+4+3+k—1im folgt also

2nzie— 1%

TTG—k+mIG—k—m)sin2mn

Wi, m (2?)

@

Xfu_k_m_i e ¥ Wi _skrimi+ik—im (@) {fjom 2zu)—Lym—y (2zu)} du;

0

hierin ist zF0, R(F—k=+m)>0 und R(m)<3.
Man findet verwandte Integraldarstellungen fiir My m(z?), wenn man

{=2v=u?f=im—Ltk,x=}+3k+3m und i=Lk+{m—1% in (70),
bezw.

(=22, v=ut,fp=—3%k—m+Lihx=tk—fm—%4h+ % und

A=lk—}m—+4h—% in (71)

substituiert.
Das Resultat wird

®

} ol 2!
22T L2m) (o Wiksimepik+im—it 0% Ham—y (2 zu)du

Mm@ ="T0Fk+m)

0

(wo z7#0 und R +k+m)>0),
bezw.

(—1)p+12 zh+ied2 I'(1 + 2 m) I'(§ + k—m)

Mi,m(28) = Irt+k+m)I'(k—m + h)

we—iargz

Xfu"+"‘—*e‘*""M;k_;m-;hﬂ,;k—;mﬂh—f(uz) Y2m—n+1(2zu) du
5

(wo z#0,|argz|<im R(E+k+m)>0, R(2+k—3m)>0 und h ganz
rational mit R(m—k)<h< R(2—2m)).



