
Mathematics. - Neue Integraldarstellungen für WHITTAKERsche 
Funktionen. (Dritte Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Communi~ 

cated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of February 22. 1941.) 

6. Durch Spezialisierung der in den sehr allgemeinen Formeln der 
Sätze 3-12 auftretenden Parameter f3. " und À. werde ich in den 
§ § 7-19 eine Menge von Integraldarstellungen für die Funktionen 
W k•m (Z2) und M k.m (Z2) ableiten 27); einige so erhaltenen Sonderfälle 
waren schon bekannt. 

Speziell werde ich die parabolische Zylinderfunktion Dn (w) und die 
durch (77) und (78) definierten Funktionen Iv (w) und Kv (w) betrachten. 
Diese Funktionen können folgenderweise in WHITTAKERsche Funktionen 
ausgedrückt _ werden 28): 

(111) 

1 
Iv (w) = 2t+ 2v w t r(1 + v) Mo.v (2w). (112) 

Kv (w) = (2
7t

w)t Wo." (2w) .. (113) 

leh gebe jetzt einige Hilfsformeln. die fernerhin häufig benutzt werden 29): 

Mt+m,m(w)=wHme- tw• (114) 

M-t-m.m (w) = w t + m e1w• (115) 

Wt+m.m (w) = W t + m.-m (w) = wHm e-1w• (116) 

Hier folgen noch elmge Bezeichnungen. die ich in den § § 7-19 
wieder holt zur Anwendung bringen werde. 

I 

27) Man findet noch andere IntegraIdarstelIungen für Wk m (Z2). wenn man auf die 
in dieser Arbeit abgeleiteten die Beziehung W k•m (z2) = Wk._~ (z2) anwendet. 

28) WHITTAKER and WATSON. [27]. §§ 16.5 und 17.212; MEIJER. [11]. Formel (8). 
29) Die Relationen (114). (115) und (116) folgen ohne Mühe aus (53) . (56) und (54); 

für (117) verg!. man WATSON. [26]. 80. Formel (13). 



299 

Ist z =j=- 0 und I arg z I < t 7C, SO bedeute cp stets eine beliebige Zahl, 
die der Bedingung 

Max (-t 7C, -t 7C-arg z) < cp < Min (t 7C, t 7C-arg z) • (118) 

genügt. 
Ist z =j=- 0 und I arg z I < t 7C, so bezeichne C einen in der komplexen 

u~Ebene von - 00 i e-i arg z nach 00 i e- i arg z laufenden Integrationsweg, 
der den Punkt u = 0 durch einen auf der rechten Seite dieses Punktes 
liegenden Halbkreis vermeidet. 

I st z =j=- 0 und I arg z I < t 7C und ist cp eine beliebige Zahl mit (118). 
so bezeichne B einen in der komplexen u~ Ebene von - 00 i ei I' nach 00 i ei l' 

laufenden Integrationsweg, der den Punkt u = 0 durch einen auf der 
rechten Seite dieses Punktes liegenden Halbkreis vermeidet. 

Schliesslich bezeichne E einen in der komplexen u~Ebene von - 00 i 
nach 00 i laufenden Integrationsweg, der den Punkt u = 0 durch einen 
auf der rechten Seite der imaginären Achse liegenden Halbkreis ver~ 
meidet. 

§ 7. Ich werde zunächst zeigen, dass einige bekannten Integraldar~ 
stellungen der WHITTAKERschen Funktionen aus den allgemeinen Formeln 
abgeleitet werden können. 

Als erstes Beispiel betrachte ich den Spezialfall mit fJ = {-+ ). + k 
und ,,= t + ). von (63). Man hat nämlich wegen (74) und (81) 

Aus (63) mit ,= Z7. V = u2, fJ = t +). + k und ,,= t +). ergibt sich 
also mit Rücksicht auf (116) 

00 

2 -4 z e- i Z2 J' -2k -u' 
Wk,m(Z)=r(t-k+m)r(t-k-m) U e K 2m (2zu)du. (119) 

o 

Diese Beziehung, gültig für m (t - k ± m) > 0 und jedes z -:j::- O. kann 
auch aus (64) abgeleitet werden; denn Formel (64) mit ,= Z2, V = u2, 

fJ = t +). + k. ,,= t +). und tp = 0 geht infolge (73), (74), (81) und 
(114) in (119) über 30). 

Die bekannte Relation 31) 

_'Z2 Joo 
Dn (z) = ~: ... - u-n- I e- l uL zu du 

r(-n) 
o 

(120) 

30) Ist I arg z I < ~:ot, 50 folgt (lI9) aus (64) mit V' = 0; mit Hilfe der Theorie der 
analytischen Fortsetzung schliesst man dann, dass (119) gilt für alle Werte von arg z. 

31) Man verg!. WHITTAKER and WATSON, [27]. § 16.6. 
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ist ein Spezialfall von (119): ersetzt man nämlich k durch t + t n. 

z durch t z V"Z und u durch t u V"Z in (119) und nimmt man m = t. 
so bekommt man (120) weg~n (111) und (117). 

Ist z =f o. I arg z I < t:Tt und ffi (À.) < t. so darf man l; = Z2. V = u2
• 

{J = t - À. + k. ,,= À. - t und 1jJ = 2 cp setzen in (66): das Resultat wird 

2 _ ze- 1z' 
Wk,m (z) -:Tt i r(t-k + m) r(t-k-m) r(l + U) 

wo B den in § 6 definierten Integrationsweg bezeichnet. Die Funktion 
Wk,m (Z2) besitzt also mit Rücksicht auf (87) die Integraldarstellung 

hierin ist z =f o. I arg z I < t:Tt und À. beliebig mit ffi (À.) < t. Der Spezial~ 
fall mit À. = 0 ergibt wegen (115) 

Wk m (z2) = . U-2k eU
' S2k 2m (2 Z u) du.. • (122) 21-2k ze-1Z'J 

J 1Cl J 

E 

Diese Relation gilt für alle Werte von arg z; der Integrationsweg E 
ist am Schluss von § 6 definiert 32). 

Man findet eine mit (121) verwándte Integraldarstellung für Wk. m (z2). 
wenn man l; = Z2. V = u2• {J = t - À. -k und ,,= À.-i setzt in (69). 
Denn durch diese Substitution geht (69) infolge (73) und (81) in 

2 Z e 2J. + 2k 1 I u' 2 2 lz' J W k,m(Z)=:Ttir(1+2À.) U - e MA-v(u)K2m (2zu)du 

C 

über; hierin ist z-=j=-O. largzl<t:Tt und À. beliebig mit ffi(k+2À.-t)<O. 
während C den in § 6 definierten Integrationsweg bedeutet. Für À. = 0 
bekommt man das einfache. für alle Werte von k. m und z (z =f 0) 
gültige Resultat 33) 

2 ze
tz

' f Wk,m (Z2) =~. U2k eU
' K2m (2 z u) duo • . • (123) 

E 

32) In Bezug auf (122) verg!. man auch (50). Die Umkehrformel von (122) für die 
LAPLACE-Transformation .kommt vor in einer früheren Arbeit des Verfassers ([12], 
Formel (12)). 

33) Man verg!. auch (50). 



301 

Nimmt man k = t + t n und m = t in (123) und ersetzt man z und 

u bezw. durch t z V2 und t u VI 50 findet man mit Rücksicht auf 
(111) und (117) die bekannte Relation 31) 

Dn(z)= i~~;; June! U'-zudU .. .... (124) 

E 

Man bekommt eine (119), (122) und (123) entsprechende Integraldar~ 
stellung für M k, m (Z2), wenn man 1; = Z2, V = a2

, fJ = t + À - k und 
x = t + À substituiert in (70); das Ergebnis wird wegen (74), (116) und 
(80) die für ffi (t + k + m) > ° und jedes z ~ ° geItende Beziehung 

00 

M ( 2) 2ze
1z

' r(I +2m)J" 2k -II'J (2)d (125) k,m Z = r(t+k+m) u e 2m ZU u; . 
o 

diese Formel kann auch aus (71) mit 1; = Z2, V = u2
, fJ = t + À - k und 

x = t + À abgeleitet werden. 
Ist h = - 1 oder = ° oder = 1. - t - t h < :R (m) < t - h, 

ffi(t-k±m»O, z~O und largzl<tlt, so folgt aus (62), mit 1;=Z2, 
v=u2

, fJ=tk-tm-th, x=tk+tm+th und À=t+ t k+tm+th 
angewendet. mit Rücksicht auf (74) und (82) 

ooe-i arg Z 

(-l)h 2 ze- 1z' r (-k-m-h) 
Wk,m (Z2) = - -r(-Ç-k + m) r(t-k-m) 

X.f u-k+m+helu' W !k+ !m+lh,H!k H m+!h(U2
) Y2m(2zu)du. 

o 

Eine analoge Beziehung kommt zum Vorschein, wenn man 1;=z2, v=u2• 
fJ=-tk-tm-th, x=tk-tm-th und À=t-tk+tm+th 
substituiert in (68); man findet dann nämlich 

ooe-i ar\! Z 

2 - ze k+m+h - u' 2 ( l)h 2 ! z' r 
Wk,m(Z)= r(2-k+m+h)__ u e I M j k- I m-Ih, l - I k+\m+\h (u) Y2m(2zu)du 

o 

hierin ist h = -1 oder = ° oder = 1. - t - t h < ffi(m) < i-h, z~O 
und I arg z I < t lt. 

Als letztes Beispiel gebe ich eine Anwendung von (50); ich setze darin 
f-l= 1. y=a=O, r=2, dl = m, d2= -m, b= -& + k, w =Z2. r;= 1 

34) WATSON, [25], 132; ERDÉLYJ, [6]. 351. 
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und x = u2
• Das Resultat wird infolge (80) und (58). falls z =f 0 ist. 

M k.m(Z2)= ze-
1z

' r(l + 2:rc7) r(t + k-m)J u-2k eU' J2m (2 zu)du. (126) 

E 

Die · Beziehungen (119). (123). (25) und (126) waren schon bekannt 35). 

§ 8. In diesem Paragraphen werde ich zeigen. dass andere früher 
gefundenen Relationen gleichfalls in den allgemeinen Formeln enthalten 
sind. Ich setze dazu erstens ,= Z2. V = u2, fJ = t + a, ,,= m + a und 
1 = k - a in (62). 

Nun folgt aus (73), (74). (75) und (80). dass 

G2. 1 (w2
1 t + k.-m ) _ G1•0 (21 1- -k) 

2.4 m.-m.t+ k. t+2a-k - 0.2 W m. 2 + 2 a 

= Wl+ 2cx- k +m G~:g (w21 tk+tm-a-t.-tk-tm+a+t)= wl+2cx-k+mJk+m_2cx_t (2 w) 

ist; der betrachtete Spezialfall von (62) liefert also 

2 zm-k+2 cx H e-1z2 r(t + k--m-2 a) 
Wk. m (Z2) = r (t-k + m) 

cr;e-iargz • (127) 

X J um-k-lelu' W m+cx• k- cx (u2) Jk+m-2cx-l (2zu)du. 

o 

Diese Beziehung gilt für z =f o. 1 arg z 1 < t:rc und ffi (t - k + m) > 0: 
a ist beliebig mit ffi(t+k+m-2a»0 und ffi(1+k-3m-2a»0. 

Mit Hilfe der Formeln (64). (66). (68). (69). (70) und (71) können ver~ 
schiedene mit (127) verwandten Relationen ~bgeleitet werden. Dazu 
substituiere ich: 

fJ=t+a.,,=-m-a und l=-k+a in (64). 

fJ = t + a." =- m + a und 1 =-k + a in (66). 
fJ=t+a.,,=-m+a und 1= k-a in (66). 
fJ=t+a.,,=-m-a und l=-k-a in (68) .. 

fJ = t + a." = m + a und 1 = k + a in (69). 
fJ = t + a. x = m + a und 1 = - k - a in (69). 
fJ = t + a. x = - m - a und 1 = k + a in (70). 
fJ = t + a, x =. m - a und 1 = k + a in (71). 

35) MEIJER. [11]. Forme! (3). ERDÉLYI. [6]. Forme! (1); [7]. Forme!n (5) und (3). 
Man verg!. auch WATSON. [26]. 394. Forme! (3) . 

Die Beziehungen (123) und (126) kommen bei ERDÉLYI in etwas andrer Gesta!t vor. 
Die Spezialfälle mit k=O und m=-t von (119) und (125) sind von HARDY. [9].6 

gegeben worden. 
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Diese Substitutionen ergeben successive mitRücksicht auf (81). (87) 
und (80) (ich setze immer C = Z2 und v = u2 und überdies noch 'Ijl = 2 q; 
in (64) und (66)) 

W k • m (Z2) = r(t-! ~;)+~«(;~~1~2 + 2 a) I 
«Jei'f (128) 

X ! um-'- I .-!" M -m-o, _'+0 (u~ K m+'- ,o-d2 z u) du \ ' 

(wo z=1=O.largzl< tn. ffi(t-k+ m) > 0 und a beliebig mit ffi (t-k+a»O). 

x f u-m- k- i eiu' M-m+«.-k+« (u2) S3k+ m- 2«-i. m-k+2«+i (2 z u) du 

B 

(wo z =1= o. I arg z I < -i 31'. ffi (t - k + m) > 0 und a beliebig). 

(129) 

2 _ 2-m-3k+2«+~. z-m-k+2«+: e- 1z' r(t+k+m-2a)r(I-2k+2a) 
Wk.m(Z)-. nir(t-k+m)r(I+2k-2a) 

X.f u-m- k- i elu• M-mh.k-a. (u2) S3k+ m-2a.-l. m-k+ 2a. +i (2 z u) du 

B 

(wo z=1=O. largzl<tn. ffi(t-k+m»O und a beliebig). 

2 _ 2 zm+k+2a.+I eiz' r(t-k-m-2a) 
W k.m (z) - r(I-2 k-2a) 

(130) 

«Je- i arg Z (131) 

X J" um+k-! e-!u2 M-m-a..-k-a. (u2) J m-k-2a.-i (2 za) du 

o 

(wo z =1= o. I arg z I < t 31' und a beliebig mit ffi(t-k+ m - 2a» 0 
und ffi(l-k- 3 m-2a»0). 

2 _ 2 zm+k+2a.+; e1z2 r (t + k-m) 
Wk.m(z)- nir(I+2k+2a)--

. (132) 

(wo z=1=O. largzl<tn und a beliebig mit ffi(l-k-3m-2a»0). 
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2zm+k+2«+teiz' r{t-k-m-2a) 
Wk,m (Z2) = ni r(1-2 k-2a) 

x J Um+k-i eiu' Mm+«,-k-« (U 2
) Km-k-2«-i (2 zu) du 

c 

(wo z =j=- 0. I arg z I < t n und a beliebig mit ffi (1 - k - 3 m - 2 a) > 0). 

(wo z=j=-O.ffi{t+k+m»O und a beliebig mit ffi(t-k+m-2a»0). 

00 e-iarg z 

2zk- m +2«H eiz' r(1 + 2m)J 
Mk.m (Z2) = r(l + 2k + 2a) uk

-
m

- i e- iu' Mm-«,k+« (u 2
) J m+k+2«H (2zu) du 

o 

(wo z =j=- 0.1 arg z 1< t n. ffi (2 + k + 3m) > ° und a beliebig mit 
ffi(t+k+a»O und ffi(l-k+3m-2a»0). 

Die Relationen (127). (128). (131). (132). (133) und (134) habe ich in 
einer früheren Arbeit 36) auf elementare Weise abgeleitet und ausführlich 
untersucht. 

Einige Formeln des vorig en Paragraphen sind als Spezialfälle in den jetzt 
gefundenen Ergebnisse enthalten. Nimmt man nämlich a=tk-tm-t 
in (128). so 8ndet man wegen (114) 

ooei'f' 

4 -iz' J 
Wk,m (Z2) = r(t-k +::) r(t-k-m) U-

2k 
e-u

' K2m (2zu) du 
o 

und diese Beziehung kann leicht in (119) übergeführt werden. 
Auf analoge Wei se folgt (122) aus (129) mit a=tk+tm-t. Ebenso 

(J23) aus (132) mit a=-.tk-tm-t und schliesslich (125) aus (133) mit 
a=-tk-tm-t: Formel (J25) kann auch aus (134) mit a=-tk+tm-j 
abgeleitet werden. 

§ 9. Wegen (87) und (86) ist 

S",,, (w) = 2"--1 V~ r (t + v) I H" (w) - y" (w) I. 

36) MEIJER. [15] , Formeln (22), (18), (27), (34), (42) und (38). 
Nach dem Erscheinen der Arbeit [15] sind noch einlge Spezialfälle der ebendort 

behandelten Ergebnisse veröffentlicht worden. Man verg!. DHAR, [3]; MOHAN, [21], [22]; 
SHASTRI, [23]. 

(134) 
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Die Spezialfälle van (129) und (130) mit a = k - t ergeben also 

und 

2 Zk-m+t e- tz' r(t + k + m) 
Wk,m(Z)= V . 

:nl 

X.f U-k- m- 1 etu' Mk-m-I;,- ~ (u2
) I Hk+m (2 Z u) - Yk+m (2 zu)! du 

B 

2 Zk-m+t e- tz' r(1-k + m) r(-1- + k + m) 
Wk m (Z2) = ~ 

, V:nir(t-k+m) 

X f U-k- m- I etu' Mk-m-t~ (u2
) I Hk+m (2zu)- Yk+m (2zu) I du; 

B 

in diesen beiden Beziehungen ist z =t= 0.1 arg z 1< t:n und ffi (t - k + m) > 0. 
Man bekommt zwei entsprechende Integraldarstellungen für Mk, m (Z2). 

wenn man 1;=Zl. v=u2
• {J=t-k. ,,=-k-m-t und l=-t bezw. 

l = t substituiert in (72); wegen (73). (75) und (8i) gilt nämlich 

G ' 2 -G' 2 3 t (I t-k. m ) 3 t ( 1 t-k. m ) 
2,4 W t - 2,4 W ~ -k.y-k.m.-m 2-k,-k,m,-m 

_ 2,t( 21 ~-k )_ -k- m 2,t( 21 t-tk+tm ) 
- Gt

,3 W t-k,-k.-m -w Gt
, 3 w -~-tk+tm.-tk+tm.tk-tm 

=:n w-k- m I Im-k (2w)-Lm-k (2w)l. 

Die zwei betrachteten Spezialfälle van (72) liefern daher 

bezw. 

2 _ z-k-m+t e1z' r(1 + 2m) 
M k m(z ).- .-

, V:ni 

X f uk- m- 1 etu' M-k-m-1,-1; (u 2
) I Im-k (2zu) - Lm-k (2zu)1 du 

c 

2 _ 2z-k- m+t e1z' r(l + 2m) r(l + k + m) M k m (z ) - --------=-----'------'------'----'-------'--~----.!. 
, V:nir(t+k+m) 

X.fuk-m-i etu' M_k-m-I;,! (u 2
) I Im-k (2zu)-Lm- k (2zu)\ du; 

c 

diese zwei Relationen geiten für z * 0. I arg z I < t:n. ffi (t + k + m) > ° 
und ffi(ï+k+3m) >0. 
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Icb werde nocb drei analoge Formeln ableiten; dazu setze icb 

C=Z2.V=u2.V'=2cp.,8=t+k.x=t-k-m und l=t in (64). 

C=z2.v=u2.,8=t-k.x=t+k+m und l=t in (71). 

C = Z2. V = u2.,8 t-k+th.x=t+k-m-th und l=-t+th in (68). 

leb erbalte dann mit Rücksicbt auf (85). bezw. (83). oder (82) 

W (Z2) _ 4zk +m+l e-iz' r(l-k-m) r(t + k-m) 
k.m - Vn r(t-k-m) 

"'ei 'f 

X J U-k+m- i e- iu' M!-k-m,! (u2) I Im-k (2zu)-Lk- m (2zu)J du 

o 

. (135) 

(wo z=tO.largzl<tn.ffi(l-k+m»O und ffi(t-k-m) >0). 

bezw. 

M (Z2) __ 4_Z-_"k_-m_+_I_ei_z
c=' r,.......:-(I_+-'-----2_m...!...)_r-'.(_1 -,-+_k_+~m-,-) 

k,m - Vnr(t+k+m) 

",e-iarg z 

X J Uk- m- i e-iu' Mk+m+l.! (U2) Hm-k (2zu) du 

o 

(wo z =t o. I arg z I < t n. ffi (t + k + m) > 0 und ffi (ï + k + 3 m) > 0). 

oder 

"'e-iarg z 

X.I uk+m- i e- iu' Mk-m-ih+!.ih-! (a2) Yk+m- h (2zu) du 

o 

(wo z=tO. largz I < tn. lli(t +k+m) >0. ffi(t+ k-3m) >0 und h ganz 
rational mit 0-==h<ffi(t+k-3m)). 

Der Spezialfall von (135) mit k=tv-t und m=-tv-t ist neuer
dings von Herrn PH. BOCK 37) gegeben worden. 

31) BOCK. [2]. 165. Die betreffende Ponnel enthält bei BoCK einen Rechenfehler. 
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§ 10. Wegen (74). (75) und (85) hat man 

=w-1 G~'~ (W2\ m + t ) = :n w-
1 

III-2m(2w)-L2m-I(2w)l. 
. . m+t.t-m.m-t sin2m:n 

Aus (63) mit /; = Z2. V = u2• fJ = t k + t m. ,,= t - t k + t m und 
Ä.=t+tk-tm folgt also 

2:nz1 e- 1z2 

Wk.m(Z2)= r(î-k+m)r(t-k-m)sin2m:n 

00 

X J u-k- m- 1 e-1u2 Wl-ikHm.1Hk-lm (u2) III- 2m (2zu)-L2m- 1 (2zu)l du: 

o 

hierin ist z * 0. m (t - k ± m) > ° und m (m) < f. 
Man findet verwandte Integraldarstellungen für Mk.m (Z2). wenn man 

bezw. 

/;=Z2. v=u2.fJ=-tk-tm + th.,,=tk-tm-th +t und 

Ä. = t k - t m + t h - t in (71) 

substituiert. 
Das Resultat wird 

(wo z * ° und m (t + k + m) > 0). 

bezw. 

2 (_l)h+l 2 zhH e1z' r(1 + 2 m) r(t + k-m) 
Mk.m(Z)= r(t + k + m) r(k-m + h) 

ooe-I arg Z X.I uk+m- 1 e-1u' Mlk-lm-lhH.lk-1 m Hh-l (u 2) Y2m-hH (2 z u) du 

o 

(wo z*O.largzl<{:n. m(t+k+m»O. ffi(2+k-3m»0 und h ganz 
rational mit m (m - k) < h < m (2 - 2 m) ). 


