Mathematics. — Neue Integraldarstellungen fiir WHITTAKERsche
Funktionen. (Fiinfte Mitteilung). Von C. S. MEJER. (Communi-
cated by Prof. J]. G. vAN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of April 26, 1941.)

§ 14. Ich setze jetzt

f=3k+4+m x=3%k—}m—% und l=—Lk—1im in (62),
p=4%k+itm x=—4k+im+4und i=—4}k—Lm in (64),
f=3k+4m x=—3%k+im+4 und A=%k-+ {m in (64).
f=3%k+3im x=4k—im—% und l=—Lk—1m in (66),
f=3k+im x=3k—Lim—% und =L k+ {m in (66),
f=—3k+im x—4k+Ltm+4 und 1=3k—1m in (68),
f=—3k+im x=3%k+im-+%und A=—1k—+ }m in (68),
p=—3k+4m x=—4%k—itm—% und A=L1k—}m in (69),
p=—3k+im x=—3k—im—3 und Ai=—1k+4 i m in (69),
B=—3k—im x=3k—im+ 3% und =% k+ 1 m in (70),
B=—3%k+4tm x=%k+im+4und A=%k—1m in (71),
f=—3%k+im x=%k+3tm+ 4 und Ai=—Lk+ Limin (71),
f=—3k+itm x=—3k—im—4% und A=L1k—Lm in (72),
B=—3k+im x=—34k—im—% und i=—%k+1imin (72);

ferner setze ich wieder {—=2%2 und v—u? und in (64) und (66) noch
py=2¢.

Die gewonnenen Ergebnisse lauten mit Riicksicht auf (88), (93), (94),
(95), (90), (91), (92) und (89)

21 7 21 +2% e=12 ' (1—2k) ' (1—k + m)
rG—k+mIE—k—m)

Wi,m (2%) =
we—iargz

Xf ukm e Wik ym—y -4k —ym () S2k—m (zu1) du
0
(wo z#£0, |argz| <2z und R(E—k+m)>0),

4| 7 21 +% e—42 ['(1—2k)
r¢—k+mI'(3—k—m) (1—k—m)

Wim (2=
wel ?
Xf u*m et M_ sk i ymey,—ik—im (%) I_k—m (2u) K_k—m(2u) du

0

(wo z#0, |argz|<2x und R (L —k=+m)>0),
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Wim(23) =

2tk e = N—k—m) ' +k+m) I"(1—k + m)
Va (s —k+ m) ?

wel ¥

(161)
Xf ukm e My iy mypiksim () Hiem (20)—L4-m (zu)} dus
0
(wo zF#0, |argz|<2am, |R(k+m)| <1 und R(E—k+ m)>0),

| m 2t +2% e=t2 (L 4 k 4+ m) I'(1—2k)
2i (i —k -+ m) ' (1—k—m)

Wk,m (22)——_
X f ahmel My vy ik—ym ) Htm (zu) HE 1 (zu) du
B
(wo z£0, |argz|<2aw und R(F—k+ m) >0),

PV attke=i2 (L + k4 m) I'(1—k + m)
Wiim (&%) = 2ili—k+mT(1+k+m)

(162)
Xfu"“’" el Mgk—gm—§,§k+;m (u2) H,((l,)rm (zu) H}‘ﬂm (zu) du
B

(wo z£0, |argz|<Zm und R (E—k+ m)>0),

2 n 22k el (1 - 2K)

Wim @)= I+ k—m)

we—iargz

X f = e Moy s vmensk—im (02) Jeem (26) Yieom (zu) d
0
(wo z#£0, |argz | <1a, RE 4+ k—m)>0 und R(1 + k+ m)>0),

£ T Yo DL o e
|
we—iargz (163)

Xf am e My iy ik sm (@2) S (20)—Jm (20)}
0

Wi,m (2%) =

(wo z#£0, |argz|<ta, [R(k—m)| <1 und R(1 4+ k+ m)>0),

2z=2% et I'(1 + 2k)
W 4% & LA T e
km (2%) = aii I'(1 + k—m)

Xf"k_m e M_ i ym—y, 1k 1m (1) Kk (2u) d
C

(wo z#£0, |argz|<<+n und R (1 + k + m) > 0),
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22\ % etz (1 + k + m)

Win ) =—r i+ m)
(164)
Xfu"—”' e M_sk_ym—t-tk+im (4?) Ki-m (zu) du
C
(wo zF#0, |argz|<isn und R(1 + k4 m)>0),
2V a2 % ez (1 4 2m)
Mim &) =TG4 Tkt m
@ . . (165)

Xj whtme=e Wit 4y ikrim (0?) Jkem (2u) du
0

(wo z#0 und R (L + k+ m) > 0),

21/ n 22k et M(14+2m) ' (1 + 2k)

Mi,m (2%) = I't+k+m)I(1+k—m)

we—largz

Xf ub=m e~ Myksym+ g4k ym () Jk—m (212) I m— (zu1) du
0

(wo z2#0, |argz | <17 R(1 +k—m) >0 und R+ k+ m)>0),

2V ket (1 +2m) (1 +k+ m)
Mem &) =T Tk m) T (1—k + m)
we—iargz (166)

Xf k= e~ 44 Mt ym+i,—ik+im (%) Sk (zu1) du
0

(wo z#0, |argz | <i#nR(1—k+m) >0 und R (L +k+ m)>0),

22-% 2 (1 +2m) ' (1 4 2k)
Vail' (44 k+ m) (1 + k—m)

XIUk_m et M_sk—ym—y,4k—ym (?) Im—k (zu) Km—x (zu) du
C

Mim(2h) =

(wo z#0, |argz|<im und R+ k+m)>0),

2%t (1 4+2m) (1 + k+ m)
Vail' (3 + k+ m) I'(1—k + m)

Xfu"""’ et M_gk_;m_*,_“H.}m (u?) Im—« (zu) Kin—x (zu) du
c

My m(2h) =
(167)

(wo z£0, |argz|<i# und R(E + k+ m)>0).



593

Die Formeln (161), (162), (163), (164), (165) und (167) sind Verallge-
meinerungen bezw. von (141), (148), (146), (149), (147) und (153). Mit
Riicksicht auf (113), (112), (114), (115) und (116) sieht man nimlich leicht
ein, dass die Relationen (161), (162), (163), (164), (165) und (167) fiir
k=0 nach einiger Reduktion in (141), (148), (146), (149), (147) und (153)
iibergehen; Formel (147) kann auch aus (166) mit k—=0 abgeleitet werden.

§ 15. Nimmt man =1, x—=k und A=m in (69) und ersetzt man ¢
durch 2?2 und v durch u? so erhilt man mit Riicksicht auf (106)

2-26—4 24 I'(—k + m)
Wi m (23) = :
m &) = T T 2m)

fu—if etz My o (1?) Wak+y2m (22zu) du;

diese Beziehung gilt fiir z# 0, |arg z| < 47 und R (k) < L.

Die Substitutionen: =1L, x—=k—1,A=m;f=—L x=k—1,1=m;
f=—3% x=k—2,A=m; =0, x=k— L, A=m+L:;=0,2=k—3,
A=m4+45:=0,x=k—4, Ai=m—%; =0, x=k—4,1=m—1% in
(69) liefern analoge Formeln. Relation (69) mit f=0,x=k— %, A=m -},
{ =22 und v =u? ergibt z. B.

Wi m(2?)

~2% (3 — v

c

hierin ist z # 0, |argz| <t x und N (k) < L.

§ 16. Wegen (75) und (105) hat man

G( o btgndtin )
24| 1
N L LR LT
, 1y 22 +t+ivt+ini+iv+in
_zgr—{n in =1(’;- 1 2
= w L Nl I ST WS T T VPR I DU BN WS O BRSSO A |
T 7 T —g TV gy —xg thvg—71 n
_2"”[/:1 I'(—n)

wht =3 =te W M_y.ynyv—yn—y (W)

I'(v—n)

Aus 63) mit L =42% v=4ut k=Lt+itn m=1L f=1
x=1+4v und 1=1 folgt also mit Riicksicht auf (111)

e
+
)=
=3
|
=
2

pn—ir 7
D, <z>:zf—(v_n)] udr=4n=l =4+ 0" D (u) My, yny0—yn -y (z0)du; (168)

0

hierin ist z7# 0 und » beliebig mit R (v—n) > 0.
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Auf analoge Weise findet man, wenn man { =323, v=13u? k=1+1%n,
m=%1p=44+4n—3v.x=1+%» und 1= substituiert in (63)

D, (2)=

in—jr+1 e
T (n —l—zl)F(v—n—Z)fuh_t"—ze‘*(ﬁupDv(") M_ys_yniv—1n—1 (20) du;  (169)

0

in dieser Relation ist z # 0 und » beliebig mit R (»—n—2) > 0.

Fiir v—=—n geht (168) wegen (112) in (138) iiber; setzt man v—=—n
in (169), so erhilt man (139).

Nun folgt aus (111) und (116)

Dy, (u) = et D,(uy=uet¥, . . . . (170)

Hieraus geht hervor mit Riicksicht auf (114), dass Formel (120) ein
Spezialfall sowohl von (168) wie von (169) ist; man findet namlich (120),
wenn man v—0 in (168) oder » =1 in (169) setzt. Nimmt man » =1
in (168), so bekommt man

Z%’l_* e‘%zz

Drle ="y

J ui"l" e_iuz—*z"M_£"_*,_*n(Zu)dll; (171)

0

diese Beziehung gilt fiir z 7+ 0 und R (n) < 2.

§ 17. Setzt man { =222 v=2u? f=1=1 und n:%+k in (70),
so findet man infolge (111) und (107), falls z# 0 und R (§ + m) > 0 ist,

@
»

—k—1,2¢ 1 __
ZET LG —ktm) (i Dy (20) Mig (4 20) My (—4i z0) ds. (172)

| 2I'(1+2m) ’

Mim(22)=

Diese Beziehung ist eine Erweiterung von (147). Es gilt ndmlich %)
Mo, m (2iw) Mo m (—2iw)=2"*4m 1 I'? (1 4+ m) J% (w);

beriicksichtigt man nun noch (112) und (170), so siecht man leicht ein,
dass (172) fiir k =0 in (147) iibergeht.

Nimmt man f=A=L x—=k—3%,0=2%,v—=u? und y =2¢ in (66),
so bekommt man wegen (109)

212 '(8—k)

2]

Wim(23) = fu_f-’e*”"Mk_g,%(uz) Wimizu) Wi, m(—2izu)du; (173)

B
hierin ist 2 £ 0, |argz | <4z und R{E—k) > 0.

44) [15], 633, Formel (53).
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Der Ansatz f—=i=1,x=—k—3,—=2%2 und v—=u? in (69) und in
(72) liefert infolge (110) und (108)

282 (3

Wi m (29 = +h J et Mooy (0) Wiom (220) Weiom 2zu)du (174)
€

i
(wo z#£0, |argz| < Ltn und R(E + k) >0)
und

!!zz i -
Mim ()= 28" L@+ f u=te e My (@) Mim (220) Wi m (220) du (175)

Tl
c

(wo zF#0, |argz| <4z und R + k) > 0).

Man findet analoge Relationen, wenn man in (66), (69) und (72)
B=—1=1 (statt f—=21=1) substituiert.

Nun ist ¥)

Wo, m (2iw) Wo m (—2iw) =1t aw HY (w) HY (w).
Nimmt man k=0 in (173) und ersetzt man z durch z|”2 und u
durch u 2, so erhilt man also wegen (113) und (115)

Kn ()= 7% f ue HY (2 zu) H? (2 zu) du;
E

diese Beziehung habe ich in § 11 auf andere Weise abgeleitet (siehe (148)).

Die mit (148) verwandten Formeln (149) und (153) sind Spezialfille
bezw. von (174) und (175); man sieht ndmlich leicht ein mit Riicksicht
auf (113), (112) und (115), dass die Relationen (174) und (175) mit k=0
in (149) bezw. (153) iibergefiihrt werden kénnen.

§ 18. Wegen (75) und (108) hat man

in+4, —in—1 S m I(A—1
Wy 4)zz_l/ﬂr(lZ'B—)IVI—M—%J-(W)W;n+4,z(w)-

d—hh—h—A—% wil(1+21)
Aus (64) mit k=14 inm=Lpf=—Lx=L—1In (=}z2% v=1Lu?
und @ =2 @ ergibt sich also mit Riicksicht auf (111)
Dy ()=~ 2-”21_(11[—”,)1)1;(21 (;Li;‘f)l) )
wel? (176)
XJ u_'e_%"zMs—;n,z(?zuz)M—;n—:.l(Zu)Wz-nﬂ,z(lu)du:S
0

hierin ist z # 0,

argz| <#am, MN(n)<O0 und 1 beliebig mit K (L4 1)>0.

45)  [15], 633, Formel (54).
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Analoge Beziehungen kommen zum Vorschein, wenn man
k=1i+inm=1pf=—L x=in—} (=323 v=%u?und y=2¢ in (66)
oder

k=i+inm=%}p=—L1x=—%n—1,{=%2? und v=%u? in (69)

R

setzt.
Diese Substitutionen ergeben infolge (111), (109) und (110)

Doy & LA—4n) [(—a—{n) T'(1+4i—}n)
n(2)= 20t niz D(—n) [ (1 + 24)

Xfu_' e Myn_32 (3 u?) Winsyalizu) Winsya(—izu)du
B

(wo zF0, |argz| < 4a, R(n) <O und 4 beliebig)

und

2intiel? ['(g + 1 E
Dal))= l/e; - F(%1++ ;f ").C ut et My nr s (b 02) Win 2 (1)) Weyna (20) du (177)

(wo zF#0, |argz | <%m, R(n+ 3)>0 und 1 beliebig).

Fiir A=—1}n geht (176) wegen (114) und (116) in

el ?
z*n_* e"“’ 2
D, (ﬁzm ut—dne~dwi=tzu My, 4 _yn(zu) du
0

iiber, und diese Relation kann leicht auf (171) zuriickgefiihrt werden.
Der Spezialfall mit A—=4n-+ 4 von (177) liefert infolge (115) und
(116) die fiir jedes z# 0 geltende Beziehung

D, (z)=

2—1z7in-1 el 2
[u*"“ etw'=tze Wi, 1044 (zu) du.

Vai
¥
§ 19. Wegen (75) und (108) hat man

3,1
Gziq (wz

}+ki—k—2m )
f—m,m,—m,—3m

_Vaw ' Tt —k 4 m) M
- I'(l1+4m) -

k—m,2m (2 w) Wk+m,2m (2 w)
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Aus (64) mit —+—2m, x—3—k Ai=t4+m =2, v=0u? und
w=2¢ folgt also

2 nz2me—iz (3 —k + m)
I's—k—m)I'(§ +2m) I'(1 + 4m)
wel ¢ (178)
Xf wm=te 3 My _p1vm (U?) M_k—m2m 22zu) Wit mam (22zu) du;
0

Wi,m(2?) =

hierin ist z £ 0, |argz | <4xn, R(E+m) >0 und RE—k—m)>0.

Die Substitutionen

p=—34—2m, x=4—kund Ai=%+min (64), . . (179
=1+—2m, x—=k—3% und iA=L+ min (66), . . . (180)
p=+—-2m, x=k—4% und A=—%—m in (66),
f=—34—2m, x=k—4% und 1=1+ m in (66),
f=—4—2m, x—=k—3 und A=—2%—m in (66),
p=+—2m, x=—k—3% und =1+ m in (69), . . (181)
f=1+—2m, x=—k—% und A=—1—m in (69),
p=—32—2m, x=—k—3% und A=1+m in (69).
p=—32—-2m, x=—k—3% und A=—1—m in (69),
p=%+—2m, x=k+3und A=2%+min (70), . . (182)
f=—34—2m, x.:k—{—f} und A=1 4 m in (70),
B=++2m, x=—k—3% und Ai=Lt—m in (72), . . (183)
f—=14+2m, x——k—2% und A=—1+4 m in (72),
p=—34+2m, x=—k—4 und A=1%—m in (72),

B=—44+2m, x=—k—4% und A=—%+m in (72)

liefern mit (178) verwandte Formeln; die Substitutionen (179), (180), (181),
(182) und (183) ergeben z.B.*) mit Riicksicht auf (108), (109), (110)
und (107)

2 l/:’; z72m—1 =42 '(3 — k + m)
Wk,m(zz)—p(%_k_m)I‘(%-}—2m)F(2+4m)

wel ¥

Xf uzm—%e—iu’ME_k’H_m(uz) M_k_m_!,2m+;(2zu) Wk+m+§,2m+§(22u) du
0

(wo zF£0, |argz|<4n, R(}+m) >0 und R(k+ m)<0),

46) Ich setze immer { — 22 und v = u? und in (64) und (66) iiberdies noch v = 2 ¢.
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z2me 42 ' —k+m) (4} —k—3m)
Vail'(§—k—m)I'(} +2m)

Wi,m(23) =

Xfuzm‘ie*"" M1+ m () Wit mam (2izu) Wi+ mam (—2izu) du

B
(wo zF#0, |argz| <47 und R(E—k—m)>0),

z72m et '3 + k 4+ m)
Vail (4 2m)

X[uzm‘*e*"’M_k_g,Hm(uz) Wi—m,2m 2 20) Wn_k,2m (2 zu) du
‘c

Wk, m (22) —

(wo z#0, |argz|<im und RE + k—m)>0),

_ 2-tm g i # (4 —k + 3m)
Men @) = —F 0T am G5 2m)

XJ wm—ie ¥ Wis it m(u®) Mik—m,2m (2izu) Mk—m,2m (—2izu)du -
0

(wo z#0 und R (;+ m) > 0),

My (e = 22 = L+ k—m) Dk + k + 3m)
T T TG+ k+m I +2m) [ (3—2m)

Xfw‘zm—z elt? M_¢_31-m(d?) Mk+m,2m (2zu) W_r—m,2m (2 zu) du
C

(wo z#£0, |argz | < im uﬁd RE+k+m)>0).



