Mathematics. — Elemente der intuitionistischen Funktionentheorie.
(Fiinfte Mitteilung)'). Die intuitionistische Uebertragung des
PiCARDschen Satzes. By M. J. BELINFANTE. (Communicated by
Prof. L. E. J. BROUWER.)

(Communicated at the meeting of May 31, 1941.)

Dieser Schlussteil meiner Untersuchung enthilt die intuitionistische
Uebertragung der PICARDschen Sitze!), deren elementarer Beweis das
Hauptziel meiner Untersuchungen iiber die Elemente der intuitionistischen
Funktionentheorie war. Bei diesem Beweis ist der LANDAUschen Dar-
stellung 2) auf Schritt und Tritt gefolgt. Es enthélt § 1 einen Hilfssatz,
§ 2 den BLOCHschen Satz, § 3 den SCHOTTKYschen Satz, § 4 den kleinen
PicARDschen Satz und § 5 die intuitionistische Uebertragung des grossen
PicARDschen Satzes.

§ 1. Satz A. Es sei f(2) regulir fiir |z| = R und ebenda |f(z)| < M.
Es sei weiter f(0)=0 und |f (0)|=a >0. Es ldsst sich dann eine nur
von a, R und M abhingige, positive Konstante ¢ =@ (M; a R) derart
bestimmen, dass f(z) in |z| <R alle Werte w annimmt, die dem
absoluten Betrage nach = ¢ sind.

f(R2)

R £ (0)

konnen wir uns auf den Fall R—=1, f’ (0) =1 beschrinken. Es ist dann

ersichtlich,

Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z)=

- 1
M =1. Nun hat man fiir ]zl__‘}M
ro—si=] XL < =,
folglich fiir |z]=—~=: |f(2)]> =+
. —aiM’ 6M"
Mithin ist fiir |w|= g M
d d —
ff fre=J To5 f Fir =22k
1
lz|= lzl= g5 lz[= —M

1) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch.,, Amsterdam, 44, 173, 276, 420, 563. Von
dieser fiinften Mitteilung wurden die Resultate schon mitgeteilt in Proc. Kon. Akad. v.
Wetensch., Amsterdam, 34, 1395—1397 (1931).

2) E.LANDAU, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen-
theorie. 2te Aufl. 1929.
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Folglich lasst sich nach dem Hauptsatz der dritten Mitteilung 3) fiir

lw| = eine Nullstelle von f(z2)—w in |z| <m bestimmen. Also

_6M

2 p2
ist p = — 5 M und im allgemeinen Fall ¢ — 21}34 eine Zahl mit der ver-

langten Eigenschaft.
§ 2. Satz B. Es sei f(2) regulir fir |z|=1 und |f (0)|=1.

Alsdann nimmt f(z) dort alle Werte eines Kreisinnern vom Radius B
an, wo B eine absolute Konstante ist.
f(2)

Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z) = 70 ersichtlich,

koénnen wir uns auf den Fall f’ (0)=1 beschrinken. Wir zeigen, dass
die Konstante ¢ (1;1) von Satz A § 1 Radius eines solchen Kreisinnern
K ist. Um bei einer vorgelegten Funktion f(z) den Mittelpunkt w, von
K zu bestimmen, wihlen wir eine solche positive Zahl u, dass f’ (z)
in |z| =1 dem absoluten Betrage nach < u bleibt. Weiter bestimmen
Ik 1
2P

< 1 ist und schliesslich wihlen

wir die. ganze Zahl p so, dass
wir zu jeder ganzen Zahl n =p (inklusive Null) eine rationale Zahl M,

und eine komplexe Zahl z, mit |z,|=1 —% in solcher Weise, dass

|f’ (zn)| > Mp—% ist und die Beziehung |f’ (2)| = M, fiir jedes z mit
|z| =|zn| (also nach Satz 7 der zweiten Mitteilung *) auch fiir jedes z
mit |z|<|zn|) gilt. Da zg=0 und £/ (0)=1 ist, darf M; =1 gesetzt

werden. Es ist offenbar %’ <1; mithin lasst sich ein solches » <p

bestimmen, dass:

M, _

M, 1
2 =l=>

21'+l

ist. Es ist dann f(z,) der gesuchte Mittelpunkt w,. Denn setzen wir

g (z2)=f(z+2)— f(z), so haben wir fiir |z|_271+1

242z, | = , mithin |f' (z+2)| =M, 1 < 2",

folglich:

z)':lf f’(i:)dc’<l.

3) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 420.
4) Vgl Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 285.
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Es ist weiter g(0)=0 und |g'(0)|=|f(z)|>M,— t=2""L.
1
27+1

und a=2""!, so erkennt man, dass g (z) alle Werte des Kreisinnern

Wendet man also den Satz von § 1 an auf g (2) mit M=1, R=

|lw|=¢(1;1) =B in |2|<27+l annimmt. Mithin nimmt die Funktion

fR)=g@z—=z)+ wo alle Werte des Kreisinnern |w —w;|=B an und

zwar in [z—2z,| < 55557, also in [z| < 1.

2'+

§ 3. Satz C,. Zu jedem w>1 und jedem & mit 0 <& <1 ldsst
sich eine solche positive Zahl vy (w; 9) bestimmen, dass jede in |z| =1

regulare Funktion F(z), die dort den Bedingungen F(z)# 0, F(z)7# 1
und —< | F(0)| < w?) geniigt, in | z| =9 der Ungleichung | F(z)| <y (w;¥)

geniigt.
Dem Beweis schicken wir einige Hilfssitze voraus.

Lemma I. Setzt man:
G==xlog(m+1+ V" mt4nal —1
(m, n ganz positiv oder Null),
SO ist:

4d IZ—_' [e2G 4 —2G]
—e =

Lemma II. Jeder Kreis vom Radius Eins enthdlt wenigstens einen
Punkt G==+log(l" m+1+ 1" "m)+inal —1 in seinem Innern.

Lemma III. Es sei f(z) reguldr fiir |2|=1 und es gidbe in jedem
Kreisinnern vom Radius Eins einen Wert, den f(z) ausldsst.®) Es sei
weiter ¥ eine positive Zahl kleiner als Eins. Alsdann gilt fiir jedes
z| =9:

/4 - 1
| (2) :m'

wo B die Konstante von Satz B § 2 ist.

Beweis von Lemma III. Fiir jedes |z,| =9 gilt entweder:

If ZO|< lﬂ)BOder lf (20)l> lﬁ)B

5) Diese letzte Bedingung darf durch die geringere | F(0) | < w ersetzt werden. Vgl.
Satz Co.

6) Wir sagen, dass f(z) in einem Gebiet g den Wert a auslisst, falls die Beziehung
f(z) = a fiir jedes z in g ungereimt ist.
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flzo+(1—=9)z} . =

=9 g 7=
regulir und g’ (0)=1 ist, nimmt g (z) dort nach Satz B § 2 alle Werte
eines Kreisinnern vom Radius B an. Mithin nimmt f(z) in |z|=1 zwar
alle Werte eines gewissen Kreisinnern K vom Radius B (1—9)|f’ (z,)|
an, jedoch (nach Voraussetzung) nicht alle Werte eines mit K konzen-
“trischen Kreisinnern vom Radius Eins und hieraus folgt sofort die
Behauptung.

Da im letzten Fall die Hilfsfunktion g (z)=

Beweis von Satz C,. Durch die Beziehung:

f(z)ztog( 2"7’!";‘_11— z’jflf%—l) R

oder:
#{ezﬂz)ﬂ—zﬂz)}
F(z)=—e S ]
werden wegen F (z)?‘ZO und F(z)#1 in |z|=1 reguldre Funktionen
f(z) definiert. Wegen ; < |F(0)| < o ldsst sich zu jeder die Bedingungen

des Satzes erfiillenden Funktion F(z) eine Funktion f(z) so festlegen,
dass f(0) dem absoluten Betrage nach kleiner als eine nur von o ab-
hiingige, positive Zahl ¢ (w) ist. Wenn nun G dieselbe Bedeutung hat wie
in Lemma I, so ist nach Lemma I und (2), wegen F(z) % 1, f(z2) # G.)

Nach Lemma II und III hat man also: |f’ (z)lé(l_ﬁ fiir jedes
|z| = ¢. Mithin ist fiir jedes |z| =¥

£ z)|<|fo>|+f|f' @ldz<p@+ g - - O

Aus (2) und (3) folgert man nun leicht, dass sich eine positive, nur
von @ und ¥ abhingige, Zahl y (w, ¥) bestimmen lidsst mit der Eigen-
schaft, dass jede die Bedingungen des Satzes erfiillende Funktion F(z)
fiir |z| =9 absolut genommen kleiner als v (w, #) bleibt, w.z.b.w.

Satz C,. Es gilt die Behauptung von Satz C, auch, falls statt
%<|F (0)|<w nur |F(0)|< o vorausgesetzt wird.

7) Denn fiir eine reguldre Funktion F(z) folgt aus F(a) # F(b), dass a #* b ist,
wie aus

Fo)—Fl=Y L a0

1
ersichtlich.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w > 3. Es ist
entweder: |F(0)| > :lu— oder: |F(0)| < % Im letzten Fall braucht man

nur Satz C, anzuwenden auf F, (z) =1 — F(z) mit w + 1 statt .

§ 4. Satz D. Es sei F(z) ganz und variabel und es seien a und
b+ a komplexe Zahlen. Alsdann nimmt F(z) wenigstens einen der
Werte a und b an.

Bemerkung. Die Aussage: “Eine ganze nicht-konstante Funktion F(z)
lisst entweder keinen oder nur einen Wert aus” ist nicht stichhaltend.
Man erkennt dies an dem Beispiel F(z) = e?(1 4 a e?), falls weder a=0
noch a7+ 0 bekannt ist.

Beweis von Satz D. Wir setzen f (z):f‘é_z_)__a«a und zeigen, dass f(2)
wenigstens einen der Werte Eins und Null annimmt. Wir bestimmen z,
derart, dass f’(z)) 70 ist. Sei w >1 so gewdhlt, dass |f(z,)| << w ist

o 1
und sei r:2—|w7,((;—')7—). wo v (w; 1) die Konstante von Satz C, mit $—=1
0.
ist. Wir setzen n;, =0, n,—1 und wihlen fiir v=—=1; 2 ein den Kreis
|z—2zp| =r in seinem Innern enthaltendes Polygon L,, auf dessen Rande

’ , 1 f(2)dz W
f(2) # n, ist. Sei nun I, = ey 7 — Ist I, >0, so lasst sich
2z —1 2 f(z)—n,

nach dem Satz vom Integral der logarithmischen Ableitung eine Null-
stelle von f(z)—n, bestimmen. Folglich brauchen wir nur zu beweisen,
dass die Beziehung I} = I, = 0 unméglich richtig sein kann. In diesem
Fall aber wire nach Satz VI der zweiten Mitteilung8) in dem Kreis
|z—2zo| =r: f(2)7#0 und f(z)# 1. Setzen wir:

— )2y (@)
g(z)_f f/ (zo) +Zo ’

so wire fiir | z| = }, wegen |g (0)| =| f(zo)| < @, nach Satz C, |g(z)| <y (w; 1),
folglich |g’(0)| < 2wy (w; }). entgegen der Beziehung g’(0) =2y (w; }).

Umkehrung von Satz D. Eine ganze Funktion F(z), die zwei von
einander verschiedene Werte a und b ausldsst, ist konstant.

Beweis. Wire F(z,) 7 F(z,), so wire nach Satz D entweder irgendwo
F (z) = a oder irgendwo F(z) = b, entgegen der Voraussetzung.

§ 5. Hilfssatz. Es sei f(z) eindeutig-reguldr und variabel fiir 0<|z|=r
und es sei y(w;}) die Konstante von Satz C, mit 9 =4. Es seien
weiter drei komplexe Zahlen {,, { und {, gegeben, die folgenden Be-
dingungen geniigen:

8) Vgl Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 284.

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 46
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Gl <el< |G| <re ™. . . . . . . (1)
)< ny =13 <« s « s » & « B
[FO I >y@:d). . . . . . . . . (3)

Alsdann nimmt f(z) in |z| =r wenigstens einen der beiden Werte
Null und Eins an.

Beweis. Wir setzen ny =0 und n,—= 1. Wir wihlen fiir v=1,2 in
|z| <r zwei Polygone I, und L, (I, innerhalb L,) in solcher Weise, dass
der Ring

[Gle "=z = Gy]et*. . . . . . . (O

in dem von I, und L, gebildeten Polygonring liegt und dass auf dem
Rande von [, und von L, die Ungleichung f(z) #n, gilt. Wir setzen
weiter :

1 f2dz 1 f'(2)dz

’”:zul/_—lL (@—n " 22171, fE)—n

Falls die ganze, nicht negative Zahl I, > 0 ist, so ldsst sich nach dem
Nebensatz zum Hauptsatz der dritten Mitteilung °) eine Nullstelle von
f(z)—n, bestimmen. Wir brauchen also nur zu beweisen, dass die
Beziehung I, =1, =0 unmoglich richtig sein kann. In diesem Fall aber
wire nach einem Satz der dritten Mitteilung !°) die Beziehung f(z)—n, %0
in dem Ring (C) erfiillt. Bestimmen wir nun fiir p=1,2 die in |z|=1
reguldren Funktionen hj(z) durch die Beziehung h,(z) = f({, e*™2), so
wire fiir [z|=1: hp(2) £ 0, hp(z) #1 und |hp(0)| < w. Nach Satz C,
wire dann fiir [z|=}: |hp(z)| <wy(w;: ), folglich: |f(z)| <y (w;}) fiir
jedes z mit |z| =|{,|, mithin (nach einem Satz der dritten Mitteilung "))

auch fiir jedes z mit |{,| < |z|<|{,|, entgegen den Voraussetzungen
(3) und (1).

Satz E,. Es sei F(z) eindeutig-regulér fiir 0 < |z—zy| < R und es sei
der Punkt z, wesentlich singuldr. Es seien zwei von einander entfernte
komplexe Zahlen a und b und eine positive Zahl ¢ < R beliebig vor-
gelegt. Alsdann nimmt F(z) in dem Kreise |z—z,| =9 wenigstens
einen der beiden Werte a und b an.
F(Zo‘l‘RZ)—a

b—a

Beweis. Wir setzen f(z) = und brauchen nur zu zeigen,

dass f(z) in dem Kreise |z| < 2 — ; wenigstens einen der beiden Werte
R g

Eins und Null annimmt.

9) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 425.

10) Nebensatz zu Satz VI der zweiten Mitteilung, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch.,
Amsterdam, 44, 425.

11) Nebensatz zu Satz VII der zweiten Mitteilung, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch.,
Amsterdam, 44, 425.
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Nach dem WEIERSTRASSschen Satz!?) kénnen wir drei komplexe
Zahlen ¢, ¢ und {, bestimmen, welche die Bedingungen (1), (2) und (3)
des Hilfssatzes erfiillen. Folglich ist der Satz eine unmittelbare Folgerung
des Hilfssatzes.

Bemerkung. In der klassischen Theorie beweist man den Satz, dass
eine fiir 0 <|z—zy| <R eindeutig-reguldre Funktion, die dort die Werte
a und b ausldsst, in z, keine wesentlich singuldre Stelle hat. Wir be-
weisen jetzt eine mit diesem klassischen Satz verwandte intuitionistische
Umkehrung des grossen PICARDschen Satzes; wir betonen aber, dass
der obige Satz E, keineswegs eine unmittelbare Folgerung dieser Um-
kehrung E, ist.

Satz E,. Es sei F(z) eindeutig-regulir fiir 0 <|z—zo| <R und es
habe die LAURENTsche Reihe:

F(2)= ? an(z—zo)" + lg' bn (z—20)"

wenigstens einen von Null entfernten Koeffizienten bi. Es seien weiter
zwei komplexe Zahlen a und bFa und eine positive Zahl ¢ <R
derart gegeben, dass F (z) in |z—z,| <o die Werte a und b ausldsst.
Alsdann ist z, ein Pol von bestimmter Ordnung '3).

F(zy+Rz)—a

Beweis. Wir setzen wieder f(z) = b—a . Wir wihlen ¢, und

w >1 derart, dass IC.|<}%e“" und |f(¢;)| < @ (1) ist. Sei 0 kleiner als

jede der Zahlen |¢,| und I/ |bk| . Es lasst sich dann ¢ mit |{|=4

so bestimmen, dass |f({)| > y (o ,1;) (2) 1st. Denn aus |f(z)| <2y (w;3)
fir jedes |z| =0 wiirde folgen:

|bk|-—‘2 e lff(z)zk—ldz

lz|=2

<|bk].

Aus (1) und (2) folgern wir nun, dass die Beziehung |f(()| <w
unméglich fiir ein ¢, mit |{;| <|{| erfiillt sein kann, da sonst f(z) nach

dem obigen Hilfssatz in |z| <% einen der beiden Werte Eins und Null

annehmen wiirde. Es gilt somit |f(z)| > w fiir |z|<|{|. Folglich hat
f(z) nach der Umkehrung des WEIERSTRASSschen Satzes!!) in z=0
einen Pol bestimmter Ordnung.

12) Vgl Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44, 565.

13) Vgl. die Umkehrung des WEIERSTRASSschen Satzes, Proc. Ned. Akad. v.
Wetensch., Amsterdam, 44, 566. '

14) Vgl Proc. Ned. Akad. v. Wetensch.,, Amsterdam, 44, 566.
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