Mathematics. — Sur des séries et des intégrales définies contenantes
les fonctions de BESSEL. IV. By J. G. RUTGERS. (Communicated

by Prof. J. A. SCHOUTEN.)
(Communicated at the meeting of June 28, 1941.)

Multiplions les deux membres de (209) par sin x resp. cos x et ceux
de (216) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction resp.

addition des membres correspondants:
(229)

X
fsin 2a. Vx:a da:’iz"f {sin x I (x)—cos x I (x)},
0

X
fcos 2a. |/ x;—a da = 7%: {cos x Iy (x) + sin x I, (x)}. . (230)
0

En faisant de méme a l'égard de (201) et (202), ainsi de (203) et (204),

on obtient:

g (—1)" (2n + 2) {(2n =+ 1) sin xLans1 (x)—(2 1+ 3) cos x Lans2 ()} =
(231)
(225),

X
:lfsinZa. Vx—a
14 a
0

;3(" (—1)"2n+2){(2n+1)cosx Lz nt1(x) 4+ (2n+ 3)sin x L py2 (x)} =

da:% {sinxIy(x)—cosxI (x)} en vertu de

(232)

a— % {14-cos x I (x)+ sinxI,(x)} en vertu de (226),

:%fcosza.l/x:ad ;

,.f%o (—1)"(2n+2){(2n+ 1) sinx sz (x) — (2n + 3) cos x Lnss (x)} =
x (233)
= %‘fsinza. Vx:a da= 22‘_{ 1—cos x I, (x)—sin x I, (x)} en vertu de (226),
;2:, (—1)"(2n+2){(2n+1)cos xnt2(x)+ (2n+3) sinx hni3 (x)} =
(234)

da= % {sinxIy(x)—cosxI;(x)} en vertu de (225).

X
= lfsin 2a. Vx—a
1 a
0
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De (198) nous faisons encore une autre application. A cause de la
propriété des fonctions de BESSEL: %L(x):]v_l(x) + I,;1(x) on peut

écrire pour le membre gauche de (198) en y substituant p—=» 4 1:

(_1 )* (2n 4 2) { byi2nt1 () F Bys2nss (x)} =

x
2

N]* 1[\48

F 21 @0+ 2) Dosanns () + 5 (=17 @20+ 2) Tovsanes ()} =
=x127+1(x)—§ gé(“l)"(2ﬂ+4)12v+2n+3(x)—’§; (=1)"(2n+2) Ly s2043(x) } =
= x Lyss () —x 3 (—1)? byyanys (x) = x 3 (—1)? Ly san (),

n=0 n=0

de sorte que nous avons trouvé la formule suivante:
X
x 3 (1P Boan (1) = f L(x—a)L (@) ada, R()>—1. (235)
n=t

Posons maintenant » =m resp. v —=m—$} (m entier positif ou nulle),
alors nous trouvons en vertu des séries (b) et (c):

f In(x—a)In(e) ada=(—1)" > { sinx—2 "'%:0’(—1)n12,,+1(x);, m=0 (236)

f Inci (=) Iny () a da = (—1)m & {cos x+ I (x)—2 'z(—l Y Lon (%)}, m=0; (237)

de la derniére formule (211) et (212) sont des cas particuliers, nommément
pour m=0 et m=1.

§ 9. Si nous remplagons dans (a) » par »+ 2n et multiplions les

deux membres par 2"* (V_I}:z‘n_):;(_’;__ll_)n)( n_v) , alors nous trouvons,

aprés la sommation sur n de 0 a o d’aprés III:

22— o (v+2n)F(y+n) u—v _
e+1 néo I'iu+n+41) ( )I”+9+2"+1.(x)—

_ff (x—a) Io+1 () (x—a) H‘ R V) 2 :i

(238)

qui pour u =v—1 se réduit a (89). Alors nous supposons maintenant
uFr—1.
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En substituant o — — § on obtient la formule particuliére:
(»+2n) (v + n) [ u—v»
2v—p.+1 Iy —
nz‘ 1—\(# ) +2n+4% (x) —_—

(239)

— /% f L (=) sin . (x—ay - R) > —1.

La substitution u=v» -+ m resp. u=v —m—2 (m entier positif ou
nulle) dans (238) et (239) donne les formules particuliéres:

- da
fIvm (x—a) Io41 (a) py
0
: (240)
(+2n) (m> SR(V) >l
_ 1 g, n I (x) R() > —1
27 (o + 1) i2o (v+m+n) w+m+n—1)...(n4n) "TerE) ( m=0
A . da .
a]‘Iy+m (x—a) sin a W —
(241)
R o+2m) () (RO1>—s
el 2 Liansy(x),( m=0
2W¢HfV2nw@+m+m0+m+w—D .(v+n) i

m+2 @ -~

R >—1 (242)
R@>—l

= f Lz (x—a) Ly (a)(x—a)m+2
=0

2m+3(m+1)1n§0 (—1)7(»4+-2n) (v-l—n— ) (m-i-n-H) Fooarp =

m-1 n
]f‘ 7 Roy>—1( *P
2 da v) > —
1~ —q) si —_g\m+2
=V f I,_m—2 (x—a) sin a . (x—a)™ el m=o.
0
En substituant u—=—1} resp. u =% dans (238) et (239) on trouve
aprés une légére réduction:
re+1)2 v+2n 2y + 2n—1
—_ 1 I =
0 + 1 IEO( ) n ( 211—1 ) +o+2n+1 (x)
(244)

. da (R@)>—1
= | L1 (a —a) ., (x—a)” —, . ]
.! (@) cos (x—a)  (e—ar T, 3 0 17 T
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Iz < v+2n (2v+2n—2 .
e+1 nZ (=1 2n-+1 ( 2n ) Lioyonsr (x) = 2

da %R(v)>—ls' #8)

— f o (@) sin (e—a) . Ge—a)™ == B> 1

Te41)2+a §(—)prt2n (2”+2"_1) L y2ney (%) =
n=0 n n
. .. (246)

== ]/ gfsin a cos (x—a) . (x—a)” . l/a' R(»>—1

0

vt B 2 ¥ 1+2n (2v4-2n—2 .
rez +1né'o(_l) 2n+-1 ( 2n )Iﬂznﬂ(x)—

= ngsin a sin (x—a) . (x—a)* ! a‘li/aa’ R()—

La substitution »—0 dans (244) et (246) donne (2) et (35), ainsi »—1
dans (245) et (248) donne (1) et (34) comme des cas particuliers.
En substituant » =1 dans (244) et » =2 dans (245) on trouve:

(247)

3 (1 @n+ 1P Lvznsa(x) =

n=0
x » (248)
=&% Io+1(a) cos (x—a). =—da, R(o)>—1
0
n:}f’ (=1 (2n 427 Lit2n43(x) =
x . . (2499)
= £i21 I, 41 (a) sin (x—a) . x:a da, R(e)>—1

0

Substituons nous dans (180) et (181) » =0+ 1 et multiplions nous les deux

e+l
2
aux membres correspondants de (248) et (249):

membres par , alors nous trouvons en ajoutant les deux membres

n§;(—1)" @n41)(e+2n+2) L2042 (0)=

A . . (250

=@tVx (1 (@ cos(x—a) L2, R(e)>—1

0
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né(—l)" (2n+2) (e +2n+3) Lyznss(x) =
. . (251)

X
1 . d
= (e_-};lc I, +1 (a) sin (x—a)—a—a, R >—1
0
Remplagons dans I ¢ par o +1 resp. ¢+ 2 et multiplions les deux
membres par ¢ + 1, alors nous trouvons en ajoutant les deux membres

aux membres correspondants de (250) resp. (251):

S 1 et 2042 fosznia (o) =
- . (252)
= £9+2—1)x % I 41 (x) -I—‘flgﬂ(a) cos (x—a)dT g, R(e)>—1
0o
(253)

2 (1ot 2n+ 3 Losanss (=
(e +21)x % Io42(x) +fIg+1(a) sin (x—a)c%a g R(e)>—1.
0

Les intégrales qui paraissent dans (250) jusqu'a (253) avons nous déja
rencontrées dans (1) et (2); alors on a (qu'on peut déduire aussi directement):

F1r@nt1)e+2n+2) Lransa(x)=
B (254)

= xnéo (—1) Ie+2n'+1 (%) — %‘Ieﬂ (%),
né"; (_1)" (2n+2) (0 +2n + 3) Lot+2n43 (X) = x’é'o (—1)" Lot2n+2 (x). (255)
2 (1 le+2n+ 37 Lovanes () =
- ... (256)

(e+1)x Loz (x) + x ngo (—1)" Iyy2n+2 (x).

= 2

En vertu des séries (b) et (e) nous trouvons en substituant dans (254),
(255) et (256) o—=2m — 1 resp. o =2 m (m entier positif ou nulle):

S (—1r@n+1)@m4 204 1) b () =
- (257)

=(—l)m;{cosx+10(x)—2m2'l (1) Ion()}— 5 Lim(x), m=0
n=0
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?0(_1)n Rn+1)2m+2n-+2) Lhmizntz (x) =

o (258)
= (—1)m 32‘- fsin x—2 3 (—1)" b (x)} — % Limst (x), m=0
211 @n+2)@m+20+2) b (x) =
" | " (259)
:(—l)mgzsin x—2 go (—1)" Izn+1 (x)}, m=0
_S;(——l)" 2n+2)2m+ 20—+ 3) Lmsznss (x) = 2
- _ L (260)
= (——1)’"‘H fcos x + Iy (x)—2 né'o (=D Ly (x)}, m=—1 S
3 (-1 @m 20+ 2 hmsania (x) =
” L (261)
=(—1)m ; tsinx—2 2 (1) bans (@)} +mx s (x), m=
3 (1 @m+ 20+ 3 hmsanss () =
” (262)

2m+1)

12m+z(x). m=-—1,

= (1) Z {cosx+l(@)—2 X (—1)" Fnlx)}+

Les cas particuliers m =0 ou m=—1 avons nous déja rencontrés;

voir (210), (213) et (223).
§ 10. Eu égard a la série connue!):

S () =510 (3)1(3) - )

nous remplagons dans (a) » par » -2 n et ensuite nous multiplions les

1
- |2
deux membres par (— 1)”( n ); alors la sommation sur n de 0 a4

et le changement des membres nous donne:

f L ("_“) I_ 1(" ") - (a)L—d
(i) 02

1) NIELSEN, L. c. p. 270, (4).
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ou en remplagant v par 2», ¢ par 29, x par 2x et a par 2a:

f I, (x—a) I,_y (x—a) Lp41 (2 ) ﬁ‘—" da =
0 (263)
_ l/x R(>—
29_'_1 ”+Q+l (x) "+Q(x)' R(Q)>__}§.

En y substituant successivement o——1, »=0, »=—% et v—1 on
trouve les formules particuliéres:

X
f.{v (x—a) I,_4 (x—a) sin 2a. Vx—a da =
. a a ... (264)

=2V axLy(x) i (x). R()>—

X

St o @acos e = L)/ 2E Ly (), Rl > 265)

0

f]o (x—a) I0+1(2a) sin (x—a) dT: ==
° (266)
1 X
= ot | @ L), R@>—
fll (x—a) Lo 41(2 @) sin (x—a) d7a =
° (267)

1
29-!—1

Aprés avoir multiplié les deux membres de (265) par sin x resp. cos x
et ceux de (266) par cos x resp. sin x, nous trouvons par soustraction
resp. addition des membres correspondants:

) s ) e (). RG>+,

X
f I, v} Top (26 s df —
0 (268)
1
29 +1

]/’”‘ Loy (%) {sin x I (x)—cos x Ls1 (x)}, R(o)>—4%

flo (x—a) Io41 (20) cos a % —
‘ (269)
1
T 2¢+1

/7 Tt () feos 1o ) + sim o (). RV >—
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La substitution ¢= —1%, 0=0 et po=1 dans (265) jusqu'a (269)
donne les formules particuliéres:

j‘lo (x—a) cos (x—a) sin 2a c:;_ =al2xli(x) i (x). (270)
J " lr—o] sl (— o sln 2o 2 = TR & () L b)Y, . (27)
0

X

f I, (x—a) sin (x—a) sin 2a

0

9 ) I L) b, . (272)

a

fx Jo(v—a)sinasin2a- ‘;’/“; — )T ks (el st Ly ) —eose by (). @73)
‘ f o (x—a)cosasin2a - da — L 2x Iy (x) {cos x I_y(x)+sinx L(x)}, (274)
fx Iy (e—c) I (20) cos (x—) ¢ =sin x Ly (x). . . . (279)
. flo (x—a) I, (2a) sin (x—a) %“ =sinxI (x), , . . (276)

0

f[l (x—a) I (2a) sin (x—a) % — %c (sin x—x cos x) I} (x), (277)

f]o (x—a) I, (2a) sin a % =sinx {sin x I (x)—cos x I, (x)}, (278)
C0

f]o (x—a) I, (2a) cos a ‘_iaﬁ =sin x {cos x Iy (x) + sin x I, (x)}, (279)
0

f]o (x—a) I, (2 a) cos (x—a) d;a =isinxli(x),. . . (280)
0
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ro (x—a) I, (2 a) sin (x—a) c% = %‘ (sin x—x cos x) I (x), (281)
[

fl, (x—a) I, (2 a) sin (x—a) g(:—l = 51; (sin x—xcos x) I, (x), (282)
0

X
f I, (x—a) I,(2a) sin a % = Z—Ix (sinx—xcosx) I, (x), . (283)
0

X . 5
flo (x—a) I, (2a) cosa%:s'nxxl, (). . . . (284)

0

§ 11. En égard aux séries 2 i’w(— 1) L y1 (x) sin x et 2 Z°’° Lins2 (x) =

n=0 n=0
—sin? } x nous substituons dans (235)¢9 —n resp. ¢ =2 n + } et ensuite
nous multiplions les deux membres par 2 (— 1) resp. 2; alors la sommation
sur n de 0 & o et le changement des membres nous donne:

o (—1)"
2n§0 Z(—n% Liniy (x) Lisn (x) =

. (285)
- l_/l_?cfl (w—a] Ly l57—a) 20, |77 ‘ff, RG)>—3

0

1

LA TEY Lz (x) IV+2n+{ (x) =

x d (286)
— VI;JL (x—a) I,—y (x—a) sin a . | x—a ;a’ R(» > —1.

Si nous substituons dans (285) et (286) successivement » =0, » =}
et »=1, nous trouvons comme formules particuliéres:

® (_..1)71 __—1_ X. . — . @
né_‘o 2n+lI"+*(x)I"(x)—l/mJ I, (x—a)cos(x—a)sin2a < (287)
0
s (—1)n 0 da
néo 2n+11n+1(x)1n+i(x)— I/mffo(x a)sin(x—a)sin 2a < (288)
0
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3' ot In+%(x)ln+l( ) Jll x_a)sm(x—a)stai. (289)
n=0

I/Z:nx

® d
né'o 7 +112,,+;(x)12,,+|(x V——flo(x—a )cos(x—a)sin*a=, . (290)

@

1 = [ da
> T_leﬁz(x)lz,.ﬂ(x):Véflo(x—a)sin(x—a)sinza7, . (291)
0

n=0

® d
né'O o +112,1+s(x)12,,+2 V fI, (x—a) sin (x—a)sin?a—. . (292)

En multipliant les deux membres de (287) par sin x resp. cos x et ceux
de (288) par cos x resp. sin x on trouve aprés la soustraction resp.
I'addition des membres correspondants, et en faisant de méme a 1'égard

de (290) et (291):

@® _1 n
ué‘o 2(n —lz 1 In+y (x) {sin x In (x) — cos x In41 (x)} =
= é’o Tl—l—l DLty (x) {cos x Lpyr (x) + sin x Lpiz (x)} = (299
= I/ZITJC ‘Io (x—a) sin 2a sin a %,
0
5 (1) | ~
né'o 2n _+_ 1 In+} (x) gcosxln (x) + sin .X'I,H-l (x); =
(294)
j I, (x—a) sin 2a cos a (E
I/an .
% %—H Lnyy (x) {sin x Lpy1 (x) — cos x Lnysz (x)} =
n
(295)

=1 2 . 3 _da
I/ 7Tx'f1° (x—a) sin®a o
0

§ 12. En remplagant dans (263) ¢ par o +n et en multipliant les
— n
deux membres par W(Z 0+ 2n-+1), on trouve aprés la sommation

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 55



850

sur n de 0a o, ayant égard & I et en changeant les membres:

3 (10 Lyotnss (x) Liotn (x) =

n=0
L 0>—1( P
=—— | L(x—a)L_y(x—a) I,(2a) . | x—a da, et
bef (x—a) Ty (x—0) L (20) . L ot
ou en posant v =u—po — %:
3 (1) L (%) Lty (%) =
n=0
(297)

1 _
= ——= | Lu—e—y(x—0) [u—p—1(x—a) 1, (2a) " x—ada, R(u)> R (o) > —1%.
l/x.of

En substituant dans (296) o—=u—1% et v=—0 resp. =14, ainsiv=u—}
et 0= —4 resp. 0 =1, on obtient les formules particuliéres:

E‘ (_l)n Iy+n (x) I/H-n—i (x) =

n=0
x (298)
= Vn:foI° (x—a) Lu-1(2a) cos (x—a)da, R (x) >0
3 (1) Lines (%) Lwn (%) =
n=0
x (299)
= V:lefo (x—a) Lu—y (2a) sin (x—a)da, R (u) >0
’é'o (=1 Ly n—y () Lusny (x) =
x (300)
= o [t s (e cos 20 ]F=2 da, R >0
ré'o (=1)" I’”"'"‘* (x) Lin-y (x) =
(301)

= I_/l;t_; f Ly (x—) Ly (x—a) sin 2a . |/*—%da, R (4)>0.

0
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Multiplions les deux membres de (298) par sin x resp. cos x et ceux
de (299) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons aprés la soustraction

resp. l'addition des membres correspondants:

3 (—1) Luyn (%) {sin x Lupny (x) — €08 % Lutniy (x)} =

n=0
o« (302)
:V%‘J Io (x—a) foy—1 (20) sinada, R (u)>0
0
5 (1) L (x) feos x Tuvnns () F sim 2 T ()} =
(303)

= X
= V:%xflo (x—a) Iu—1 (2a) cosada, R (u)>0.
0

En multipliant les deux membres de (300) par sin 2 x resp. cos2 x et
ceux de (301) par cos 2 x resp. sin 2 x, on obtient aprés la soustraction
resp. I'addition des membres correspondants:

3 (1) Lurnoy (%) {sin 2% Lyncy () — cos x Tupnsy (x)} =

n=0
i x (304)
= ﬁcflu—*(a)l_l (a) sin 2a.V iada, R(u)>0
0
E’o (—=1)" Lutn—y (x) {cos x Lusn—y (x) + sin x Lurnsy (x)} =
(305)

—a

1 X
=—— | Ly(@) L.y (@)cos 2a. |/ —*_da, R(u)>0.
[/nxaf V

55*



