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La substitution ft = t resp. ft = t dans (298) et (299) ou ft = t resp. 
ft = 1 dans (300) et (301) donne après une légère réduction: 

x 

co 1 v1J da Z (-l)nln+dx)In-dx)=- - Io(x-a)cos(x-a)cos2a--= = 
n=O :n: X Va 

o 

x 

=If(x)Ldx)-~; JIr J 10 (x-a) sin (x-a) sin 2a ~~ = (306) 
o 

x 

= t It (x) Lt (x) + ~ Jlo (x-a) cos (x + a) V
da

_ 
:n: 2x a 

o 

(comme la demie somme des membres précédents). 

co 1 ~Jx . . da Z (-l)nln+dx)In+dx)=- - Io(x-a)srn(x-a)cos2a
V

_= 
n=O :n: X a 

o 

x 

(307) 
1 JlrJ . da = - - 10 (x-a) cos (x-a) srn 2 a --= = 

:n: X Va 
o 

x 

1 J da = :n: V2x 10 (x-a) sin (x+a) V-;; 
o 

(comme la demie somme des membres précédents). 

De l'égaIité des membres intermédiaires de (306) et (307) suivent: 

x 

J 10 (x-a) cos (3 a-x) ::~ =:n: -V~ It (x) Lt (x).. . (308) 
o 

x 

J 10 (x-a) sin (3 a-x) ;::-;; = O. . • • • . (309) 

o 
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La substitution I" = t dans (298) et (299) donne: 

x 

Z (-1)n In+dx) In (x) = 1 / 2 Jlo (2 a) 10 (x-a) cos (x-a) da, ' (310) 
n~ V nx 

o 

x 

Z (-1)nln+dx)/n+dx) = 1/ 2 J"/o (2a) 10 (x-a) sin (x-a)da. (311) 
n=O V nx 

o 

Ainsi la substitution I" = t resp. I" = t dans (302) et (303) ou I" = t 
resp. I" = 1 dans (304) et (305) donne les formules particulières: 

oe 
~ (-1)n In+! (x) I sin x In- l (x)-cos x InH (x)l = 

n=O 

x • • p1~ 

= ~ 1 /2Jlo (x-a) cos 2 a sin a d~, n V~ Va 
o 

oe 
Z (_1)n In+l (x) leos x In- i (x) + sin x InH (x)1 = 

n=:O 

x • • p1~ 

= ~ l/2.Jlo (x-a) cos 2a cos a d~, 
n V x Va 

o 

oe 
Z (-1)n In+! (x) Isin x In+! (x)-cos x In+ } (x)l = 
n~ 

x • • (314) 

= ~ 1 /2j' 10 (x-a) sin 2 a sin a da_, 
n V~ Va 

o 

oe 
Z (-1)n InH (x) leos x In+l (x) + sin x InH (x)j = 
n~ 

x • • (315) 

= ~ 1/ 2 Jlo (x-a) sin 2a cos a d~, 
n V x Va 

o 

tandis que la substitution I" = t dans (304) et (305) donne: 

oe 
Z (-l)n InH (x) I sin x In (x)-cos x In+l (x)l = 
n~ 

x • • p1~ 

= V n:' J 10 (x-a) 10 (2 a) sin a da, 
o 

63* 
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co 
I (_1)n InH (x) I cos x In (x) + sin x In+! (x)l = 

n=>J 

x • • (317) 

= V n ~ f 10 (x-a) 10 (2 a) cos a da. 
o 

Par addition resp. soustraction de (312) et (315), ainsi de (313) et 
(314), on óbtient: 

x 

J' la (x-a) sin 3a ;;aa = ;>'l "V~ sin x Li (x) li (x), . . (318) 
o 

co 
2 I (_l)n In+1 (x) leos x In+dx) + sin x In+t (x)l-

n=>J 

x • (319) 
. 1 1/2J' . da 

-Sin x Li (x) li (x) = --;- V x la (x-a) Sin a Va' 
o 

co 
2 ~ (-l)n In+1 (x) I sin x In+dx)- cos x In+dx) 1 + 

x . (320) 

+ cos x Li (x) Ii (x) = ! ~ f 10 (x-a) cos a :;0.' 
o 

x 

f 10 (x-a) cos 3 a ;;aa =;>'l Vf cos x Ldx) Idx). . . (321) 
o 

Enfin la substitution f' = t resp. f' = 1 dans (30-1) et (305) donne les 
formules particulières: 

co 
I (-l)n In+i (x) I sin 2x In-i (x)-cos 2x In+1 (x) 1 = 

n=>J 

x • ~2~ 

= ~ 1 /2 fIo (a) sin 2 a cos a --.!!a , 
;>'l Vx Vx-a 

o 

co " 
I (-l)n In+i (x) leos 2x In- i (x) + sin 2x In+1 (x) 1 = 

n=>J 

x • (323) 

=~ 11 2 flo (a) cos 2a cos a da , 
;>'l Vx Vx-a 

o 
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al 

I (-l)n In+! (x) Isin 2x In+! (x)-cos 2x In+t (x)l = 
n=O 

x • (324) 

= ~ 112Jlo (a) sin 2a sin a da , 
n V~ Vx-a 

o 

00 

I (_l)n In+! (x) I cos 2x In+1 (x) + sin 2x In+t (x)l = 
n=O 

x • (325) 

= ~ 1 / 2 Jlo (a) cos 2 a sin a --.!la , 
n V X Vx-a 

o 

tandis que l' addition resp. Ia soustraction des membres correspondants 
de (322) et (325), ainsi de (323) et (324) don ne : 

x 

J
lo (a) sin 3 a da = n 1 /x

2 
sin 2 x L 1 (x) 11 (x),. • (326) 

Vx-a V2 
o 

al 

sin2xLdx)Idx)-2 I (-l)n In+! (x) Icos2xln+l(x)+sin2xln+:.(x)1 = 
n=O 

x (327) 

= ~112 Jlo(a) sin a V
da 

, 
n V ~ x-a 

o 

x (328) 

=~ 112 Jlo(a)cosa V
da 

, 
n V ~ x-a 

o 

x 

J da V~ 10 (a) cos 3a = n -2 cos 2x L 1 (x) 11 (x). 
Vx-a 

• (329) 
o 

§ 13. En remplaçant dans (263) e par m + t resp. m (m entier 
positif ou nulle) et en multipliant les deux membres par 2 (_l)m resp. 
f:2m (-I)m ou f:2m, alors nous trouvons après la sommation sur m de 0 

00 00 

à oo,à causedes séries connues 2 I (-I)m 12m+l (x)=sinx. I f:2m(-I)mI2m (x)= 
m=O m=O 

al = cos x et I f:2m 12m (x) = 1. en appliquant Ie théorème de CAUCHY 
m=O 

(XI 00 00 s 
I I cp (m. n) = I I cp (p. s-p). . . . . . (g) 

m=O n=O 8=0 p=0 
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co co 
ou 1: ffJ (m. n) = 1p (m) et 1: 1p (m) sont des séries absolument convergentes: 

n=O m=O 

co 
2 1: (-I)S (s + 1) /~+S+1 (x) /~+s+t (x) = 

s=O 

x (330) 

1 J" -= -= /~ (a) /~-t (a) sin 2 (x-a) . Va da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x (?31) 

= ~J/~ (a) /"-1 (a) cos 2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x 

'f /~+s+t(x)/.,+s(x)= vl_J·/~(a)/~-t(a). V~ da, R(v) >-t. (332) 
s=O x 

o 

Si nous multipiions les deux mem bres de (331) par sin 2 x resp. cos 2 x 
et ceux de (330) par cos 2 x resp. sin 2 x. alors nous obtenons après la 
soustraction 'resp. l'addition des mem bres correspondants: 

co 
1: (-I)S /~+s+t (x) 1(2s + l)sin 2x /~+S (x)-(2s+2)cos2x/~+s+dx)l = 

s=O 

x ~~ 

= ~J/~ (a) /~-t (a) sin 2 a . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x ~~ 

= ~J/~ (a) /~-t (a) cos 2 a . V~ da, R (v) > - t. 
Vx 

o 

Par addition et soustraction des membres correspondants de (331) et 
(332) on trouve: 

co ' 
1: (2 s + 1) 1 /.+2s+t (x) /~+2S (x)-/~+2S+~ (x) /~+2S+ 1 (x) I = 

s=O 

x (335) 

= ~J/~ (a) /~-t (a) cos2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 
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x p3~ 

= J~f I,. (a) IV-i (a) sin2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t· 
o 

La substitution v = 0, v = t et v = 1 dans (330) jusqu'à (336) nous 
donne les formules particulières: 

_ , x 

2 1 (-1)5 (s + 1) IHI (x) IHdx) = V2flo (a) cos a sin 2 (x-a)da, (337) 
5=0 nx 

o 

x 

2 1 (_1)5(S+ 1)/H:(x)/5+1(x)= 1/ 2 flo (a) sin asin 2 (x-a)da, (338) 
5=0 r nx 

o 

x 

2 2 (-1)5(s+ 1)/H2(x)/H~ (x)= V 2 J/I (a) sin asin 2 (x-a)da, (339) 
5=0 nx 

o 

x 

5~0 (-1)5(2s+ 1)/5+!(x)/5(x)= Vn:'JIO (a) cos a cos 2 (x-a)da, . (340) 
o 

·X 

S~O (-1)5 (2s + 1) IS+I (x) 15+! (x) = y n:'J 10 (a) sin acos2(x-a)da, (341) 
o 

x 

~ y2J . Z (-1)S(2s+ 1) IH:{x) IHdx) = - I1 (a) sin a cos 2 (x-a) da, 
=0 nx 

(342) 
o 

x 

!,/Hi(X)/s(x)= V:Jlo(a)cosada= 
o 

x 

= Y n:' ~ sin x la (x) + J Ida) sin a da~, 
o 

x 

. . . (343) 

2 IHdx) Is+dx) = 1/ 2Jlo (a) sin a da, . . . (344) 
5=0 r nx 

o 



ex> 

984 

x (345) 

= V 1I'~J 10 (a) cos a sin 2a da, 
o 

Z (-1)s IS+I (x)l(2s + I)sin 2xlHI (x)-(2s+2) cos 2xlHf (x)1 = 
s=O 

ex> 

x 

= ~J 10 (a) sin a sin 2a da, 
o 

(346) 

x p4n 
= ~J I1 (a) sin a sin 2 a da, 

o 

Z (-1)s Is+i(x) 1(2s+ l)cos2x Is (x) +(2s+ 2) sin 2xlHI (x) I = 
s=O 

x (348) 

= ~J 10 (a) cos a cos 2a da, 
o 

ex> 

Z (-I)S IS+I (x) 1(2s+ l)cos2x IS+i(X) +(2s+ 2) sin 2x IH t (x) I = 
s=O 

x (349) 

= ~J 10 (a) sin a cos 2 a da, 
, 0 

ex> 

Z (-I)S IHt(x) 1(2s + l)cos2xlHI (x) + (2s + 2) sin 2x IH 2 (x) I = 
s=O ' 

x p5~ 

= 1 12JII' (a) sin a cos 2 ~ da, , V;X 
o 

ex> 

Z (2 s + 1) 1/2Hi (x) 12s (X)-/2S+t (x) 12H1 (x) 1= 
s=O 

x • • (351) 

= V n~j'/o (a) cos a cos2 (x-a) da, 
o 
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co 
Z (2s + 1) 1/2H1 (x) 12SH (X)-/2S+2 (x) 12S+1 (x)l-:

s=O 

x • (352) 

= ~J 10 (a) sin a cos2 (x-a) da, 
o 

co 
Z (2s + 1) 1/2s+t (x) 12S+1 (X)-hH! (x) 12S+2 (x)l = 

s=O 

x • • (353) 

= ~J 11 (a) sin a cos2 (x-a) da, 
o 

co 
Z (2s + 2) 1/2S+t (x) 12S+1 (X)-/2S+~ (x) 12H2 (x)l = 

s=O 

co 

x • • (354) 

= 11 :xJ 10 (a) cos a sin2 (x-a) da. 
o 

Z (2 s + 2) 1/2H2 (x) 12H ! (x)-/2S+3 (x) 12H~ (x) I = 
s=O 

co 

x • • (355) 

= 11 :xJ 10 (a) sin a sin2 (x-a) da, 
o 

Z (2s + 2) 1/2S+~ (x) 12s+2 (X)-/2Ht (x) 12H3 (x)l = 
s=O 

x • • (356) 

= ~ J 11 (a) sin a sin2 (x-a) da. -
o 

Par addition resp. soustraction des membres correspondants de chacune 
des paires (337) et (341), (338) et (340), (351) et (354), (332) et (355), 
(353) et (356) on trouve: 

x 

i (-1)S (4s + 3) IHI (x) Is+! (x) = 1 {2flo (a) sin (2x-a) da, . (357) 
s=O V~ 

o 

x 

i (-I)S IHI (x) IsH (x) = 1/ 2 flo (a) sin (2 x-3 a) da, . (358) 
s=O V :rex 

o 

x 

i (-I)S IHl Is(x) = 1 {2flo (a) cos (2 x-3 a) da,. . (359) 
s=O V~ 

o 
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x 

f (-I)S(is + 1)ls+dx) Is (x) = 1 {2J'10 (a) cos (2x-a)da, (360) 
~ V~ 

o 

x 

Ë 1 12s+1 (x) 12s (x) + 12s+1 (x) 12s+1 (x)1 = 1 {2f10 (a) cos a da, (361) ~ V~ 
o 

Ol) 

~ 1 (i s + 1) 12s+1 (x) 12s (x)-(i s + 3) 12s+t (x) 12s+I (x) I = 
x (362) 

= -V ;xf 10 (a) cos a cos 2 (x-a) da, 
o 

x 

Ë 1 12s+dx) 12s+1 (x) + 12s+2 (x) 12s+dx) I = 1 (2f1o(a)sin ada,. . (363) s~ V~ 
o 

Ol) z I( is + 1) 12s+ 1 (x) 12s+i (x)-(i s + 3) 12s+2 (x) 12s+1 (x) I = 
s~ 

x (364) 

= 1 / 2 [10 (a) sin a cos 2 (x-a) da, 
V:nx, 

o 

x 

i 1 12s+t (x) 12s+ 1 (x) + 12s+ 1 (x) 12s+2 (x)l = 1 {2fll (a) sin a da, . (365) s~ V~ 
o 

Ol) 

Z I(i s + I) 12s+i (x) 12S+1 (x)-(i s + 3) 12s+! (X).I2s+2 (x)1 = 
s~ 

x (366) 

= -V :n:'f 11 (a) sin a cos 2 (x-a) da. 
o 

Si nous multiplions les deux membres de (337) par sin x resp. cos x 
et ceux de (338) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons après la 
soustraction resp. l'addition des membres correspondants, et en faisant 
de même à r égard. de (3iO) et (3il), ainsi de (3i3) et (314): 

Ol) 

2 Z (-I)S (s + I) ls+dx}lsin x ls+dx)-cos x ls+dx) I = 
s~ 

x (367) 

= 1/ 2 f 10 (x-a) sin a sin 2a da, 
V :nx . 

o 
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2 Z (-I)S (s + 1) IS+I (x) I cos x Is+i (x) + sin x Is+ ~ (x)l = 
s=<> 

x (368) 

= -V :n~J 10 (x-a) cos a sin 2 a da, 
o 

co 
~ (-I)S (2 s + 1) ISH (x) I sin x Is (x)-cos X IS+I (x) 1= 

s=<> 

x (369) 

= -V :n~ J Ia (x-a) sin a cos 2 a da, 
o 

rt:J 

~ (-I)S (2s + 1) ISH (x) I cos x Is (x) + sin x IS+I (x)1 = 
s=<> 

co 

x (370) 

= ~J 10 (x-a) cos a cos 2 a da, 
o 

~ ISH (x) I sin x Is (x)-cos X IS+I (x)l = 
s=<> 

x (371) 

= ~j'Io (a) sin (x-a) da = -V2:nX 
11 (x) selon (189), 

o 

rt:J 

~ ISH (x) !cos x Is (x) + sin x IS+I (x)1 = 
s=<> 

x p7~ 

= ~J Ia (a) cos (x-a) da = y2:nX 
10 (x) selon (187). 

o 

Si nous multiplions les deux membres de (359) par sin x resp. cos x 
et ceux de (358) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons après raddi~ 
ti on resp. la soustraction des membres correspondants: 

x 

'f (-I)sJsH (x) IsinxIs(x)+cosxIS+I(x)l = -V 2 Jlo(x-a)sin3ada, (373) 
s=<> :nx 

o 

x 

'f (-I)S Is+i(X) I cos x Is (x)-sin x IS+I (x) I = -V 2 jlo(x-a)cos 3 ada. (374) 
=0 :nx 

o 

Par la multiplication des deux membres de (359) par sin 2 x resp. 
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cos 2 x et ceux de (358) par cos 2 x resp. sin 2 x, on trouve après la 
soustraction resp. l'addition des mem bres correspondants: 

ex> 

I (-I)S IHi (x) I sin 2x Is (x)-cos 2x IH1 (x)j = 
s=O 

x • • (375) 

= ~JIo (a) sin 3a da, 
o 

ex> 

I (_I)S Is+! (x) leos 2x Is (x) + sin 2x IS+l (x) 1= 
s=O 

x • • (376) 

= ~j'Io (a) cos 3a da. 
o 


