
MathaDada. - Ueber die Entwicklung der unvoll8tàndigen ellipti&chen Integrale er&ter 
und zweiter Art in IStark konvergenten Reihen. 111. Von S. C. VAN VEEN. (Com
munlcated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communlcated at the meeting of November 29. 1941.) 

§ 2. a in der N ähe von !!....; P klein. 
2 

A. Db unvoll&tändige etlipti:sche Integral erlSter Art. 

f3 f3 

F(sin a, fJ) =f d cp =f cos cp. d cp = 
Vl-sin2a. sin2 cp V(l-sin 2cp)(l- sin 2 a sin2 cp) 

o 0 

f3 
=f coscp dcp Z (1.3.5 ... (2n-l)) (l-sina)2n sin2n cp = 

(l-sina.sin2cp) n=O 2 .... 6 ... 2n (I-sin a sin2 cp)2n 
o 

sin fo 
_ ~ (1.3.5 ... (2n-l))(I_· )2nf x 2n dx _ 
-... 2 A 6 2 Sin a (1 . 2)2n+1 -n=O ."J: •••• n -srna.x 

Setzt man 

a1so 

und 

o 

sin f3 V sin Cl 

:t (1.3.5 ... (2n-l)) (l-sina)2n f y2n dy 
- n=O 2 .... 6 ... 2n (sina)n+l (l_y2)2n+1 

y 

o 

l+y z=t 1og-1-, -y 

l-sina 1 +sinfJV~ 
-,-----==_ - X' = w, V sin a - , 1 - sin fJ V sin a 

(25) 
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so wird 

aln f5 Vsln« i/ogw i/ogw 

J y2ndy f (e2Z-e-2Z)2nd =_1 1: (_I)p(2n) [ 4(n-p1z d = 
(l_y2)2n+l 4 Z 42n p=o p. e z 
000 

- A2 n + 1 ); ( 1) + A2 n 1" log w -
__ 1_ 2n _ P (2n) w2(n-PI (-I)n (2n) 1 _ 

• p=o p n-p • n 
p=/,n 

= (_l)n (1.3.5 ... (2n-l)) 10 w + w
2n 'J: (-I)P (2n) w-

2p 

22n+l 2.4.6 ... 2n 9 42n +1 p=o p n-p 
. p=/,n 

Aus (25) und (26) ergibt sich 

F(sina.fJ)= I. logw 2 (_l)n(1.3 . 5 ... (2n-l))2(X)2n 
2Vsma n=O 2.4.6 ... 2n 2 

+ 1 Ï (1.3.5 ... (2n-l))(Xw)2n Ï (_I)p(2n)W-
2P

• 
4Vsina n=l 2.4.6 ... 2n 4 p=o p n-p 

p=/,n 

1 - sin a 1 + sin fJ V sin a x - . w - -'--------'~--== 

- Vsina' - l-sinfJVsina 
mit 

Die erste Reihe in (27) konvergiert für 

x 
2 

I-sin a ~ 1 oder sin a ~ 3-2 V2; a ~ 9° .53'. 
2 V sin a -.;: • 

(27) 

Die Konvergenz ist sehr stark. wenn ex in der Nähe von !!.- liegt. Auch die zweite Reihe 
2 

in (27) konvergiert dann stark, wenn wenigstens sin P nicht in der Nähe von 1 liegt. 
Wegen 

I Ï (-l)P (2 n) w-
2p I < 1: (2 n) w-2p = (1 + w-2)2n= ~ 2 (1 + sin

2 
fJ sin a) ~2n 

p=O p n-p p= 0 p ~ (1 + sin fJ V sin a)2 ~ 
p=/'n 

bildet xw. 2(1 + sin2 fJ sin a) = x I+s~n:tls~na < 1 
4 (1 + sin ti V sin a)2 2 1 - sm ti sm a 

o ~ sin2 ti < (2 ~ ) x. x sma 
oder 

(28) 

eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz der zweiten Reihe in (27). (Die erste 
Reihe konvergiert dann auch, wegen x::::: 2) (vgl. Fig. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., 
Amsterdam, oH 911 (1941» . 

Das Hauptglied der Reihe (27) ist 

F ( . R) ~ 1 I _ I l 1 + sin ti V sin a sm a, f' ~ ---= og w - og • 
2 V sin a 2 V sin a 1 - sin ti V sin a 

(29) 

(26) 
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B. DIU unl1011ständige elliptische Integral zweiter Art. 

~ ~ 

E( ' fJ)-JVI . 2 • 2 d -JO cos cp (l-sin
2
asin

2
cp) d-sm ,a, - -sm a sm cp cp - cp -

V(I-sin2 cp) (l-sin2asin2cp) 
o 0 

~ 
=JCOSCP(I-Sin2a.sin2cp)dcp 1 (1.3.5 ... (2n-I») (1-sina)2n sin2n cp 

I-sin a . sin 2 cp n=O 2.4.6 ... 2n (l-sina . sin2 cp)2n 
o 

sln~ V slna 

- 1 1 (1.3.5 •.. (2n-l») 2n J y2n(1-sinay2) d -
- Vsinan=o 2.4.6 ... 2n x (1-y2)2n+1 y-

o 
logw 
-2-

_ 1 OO(1.3.5 ..• (2n-l») 2nJ(elZ-e-2Z)2n~ . (eZ-e-Z)2~ - I 2 4 6 2 x 4 I-sm a. z+-z dz. Vsinan=o . .. ... n e e-

log w 
-2-

PUr n~ 1 ist 

o 

J (el
Z 

4e-2zyn~ I-sin a (::~:=:y~dZ= 
o 

log w log w 
-2- 2 

1 J sin aJ (e2 z_e-2 z)2 n (eZ_e-Z)1 = 42n (e2 Z-e-2z)2n dz - 42n (el? -e-2Z)2 dz = 
o 0 

log w log w log w 
2 2 -2-

1 J sinaJ 8sina f = 42n (e2 Z_e-2Z)2n dz - 42n (e2Z-e-2z)2n dz -~. (e2Z_e-2Z)2n-2 dz 

o 0 0 

log w 
-2-

, sina f + 42n- l . (el z_e-2Z)2n-z (e2Z + e-2Z) dz = 
o 

l-sina 2n (2n) w2(n-p) (_1)n(2n)(1-sin a) 
- 42n+l I (-l)p + ~ 2 log w 

p=O p n-p ... n 
p~n 

--- I (-I)P -
8 sin a 2n-2 (2n-2) w 2(n-l-p) 
-f2n+l p=o p n-l-p 

p~n-I 

(-1)n-I.8 (2n-2)sina sina (w_w- I )2n-1 
42n . n-l 2 . log w+ 42n-t 2n-l . 

(30) 

(31) 
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Für n = 0 ist 

log w log w 
2 --2-

J~ I-sin a (::~:=:J ~ dz J~ (I-sin a) + ~:;~~ ;;: ~ dz= 
o 0 (32) 

I-sin a 2sina. I-sin a . (W-l) 
= 2 log w- w + 1 +sma= 2 log w+sma w+l . 

Aus (30), (31) und (32) ergibt sich nach einiger Reduktion die Entwicklung 

x 2wVsina[ 1/ ~X(w2-1)~2J 
E (sin a. (3) = 2 log w + sin f3 . sin a + w2-1 1-r l-l i w ~ 

+ 1. log w 1 (_l)n (1.3.5., .(2n-l))2 (X)2n(1 + 2n + 1 sin a) 
2 V sm a n = I 2 .4 . 6 ... 2 n 2 2 n - 1 

+ 1 1 (1.3.5 .. . (2n-l)) (xw)2n 
4Vsina n=1 2.4.6 ... 2n 4 

(33) 

~ 2n (2n)W-2P 2n-2 (2n-2) W-2p-2 ~ (1- sin a) L) (-I)P - -8sina L) (-I)P . 1 • 
p=o p n-p p==o p n-p-
P=F n P=F n- t 

mit 

1 - sin a 1 + sin f3 V sin a 
X - , w = -------'------== 

- V sin a • I - sin f3 V sin a 

mit dem Hauptglied 

E (sin a. (3) ~ ~ log w + sin f3 . sin a = __ ! 
l-sina I l+sinf3.Vsina + . R • 

(34) 

. og sm f' • sm a 
2 V sin a 1 - sin f3 . V sin a 

Die Konvergenzbedingungen der Reihen (33) sind identisch mit den Bedingungen der 
Reihen (27), also: 

Hinreichende Bedingung für die Konvergenz der Reihe (33) ist 

0 ~'2R< 2-x 
~ sm f' (2+)' x sma 

. (35) 

(Forfsetzung folgt.) 


