Mathematics, — Stark konvergente Entwicklungen fir die vollsténdigen elliptischen
Infegrale erster und zweiter Arf. IV, Von S. C. VAN VEEN. (Communicated by
Prof, J. G. VAN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of December 27, 1941.)

§ 4. Erweiterung der vorhergehenden Ergebnisse fir komplexe Werte von k.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass k nur reelle Werte mit O==k <1 durchliuft,
Von jetzt an wird k beliebig komplex vorausgesetzt,

Die beiden Integrale

K ““f gw

und

P

Qo,

sind analytische Funktionen von %k im Innern der von k —- 41 nach + o und von
k=—1 nach — . aufgeschlitzten komplexen k-Ebene,
Sie sind in diesem Gebiet eindeutig bestimmt durch die Verabredung
larg (1—k sin @) < =z
und
larg (1 -k sin ¢)| < =,

also
larg | 1—k? sin? | = § |arg (1—k sin @) + arg (1 + k sin )| <.
Fiir k& — 0 wird dann

K (k) =+ 2

7T
5 E (k) ~> 5

und fiir [k] <1 gelten die hypergeometrischen Entwicklungen

Kw:g-mg%u;m;
Eng,mmygm,m

Setzt man in (11}, oder

k,==el? mit !(])!<n,

33

ie
und wird 1 kn durch -~ €2 bestimmt, so wird
2 e 7
k1 = ST g mit | <73
e 2-4e cos -

Wihrend also k, den Einheitskreis |k, |=1 durchléuft, durchlauft % die reelle

Gerade von' -+ 1 nach ~+on.
Weiter folgt aus (48), dass

n—1

einerseits k,=—0 = k,.;=0,
andrerseits k,== o> > k.1 =0,
d.h.:

Das Innere det ganzen von kn—I‘: -+ 1 nach -+ o~ aufgeschlitzten k,..; ~Ebene wird
durch die Transformation (48)

einerseits auf das Innere  des Finheitskreises |k, | =1,
andrerseits auf das Aeussere des Einheitskreises |k, | =1
abgebildet.
Weil wir nur die erste Alternative wiinschen, sind die Wurzelzeichen in (9) oder
besser in

so zu bestimmen, dass umgekehrt mit k, ;=0 nur noch k, =0 korrespondiert, d.h.
es soll

lim argV 1—K, =0 . . . . . . (49

kp—y—> 0

sein.
Man erreicht dieses Ergebnis durch die Feststellung

larg (1 —kp1)| < = (1= 2) %
larg (1 4+ ko) | < o

‘Weil die Argumente von 1 - k,_y und 1—k
entgegengesetztes Zeichen erhalten, so ist

. (50)

nq fur komplexe Werte von £, ein

7T 50/
< 4 Max [ arg (1o arg (1 hnc | <5 O

Durch die Verabredung (50) bzw. (50") sind alle vorkommenden Gréssen k;l und

l/l —»—kﬁ eindeutig bestimmt. Jeder beliebige Punkt %y aus dem Innern der von - 1 nach
-}~ ¢« aufgeschlitzten ky-Ebene wird dann durch (48) (oder durch ihre Umkehrung) in
einen Punkt kg innerhalb des Einheitskreises Gy (= [ka| < 1) transformiert.

Durch iterjerte Transformation wird ko in einen Punkt k3 innerhalb des Gebietes Gs
transformiert, wo Ge ein Teilbereich von Gy ist, u.s.w.

Wegen (48) ist

— . 14+1k
Wkl <o <l (22
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also, wegen [ ko | <1
Ven| <lknt|  (n=2)

und

1> ko) > ksl oo > kal oo o0 000 (B])
In derselben Weise wird durch die Transformation
lpy == S (Vg]' (33))

unter der Feststellung

larg (1 —1y-1) | <=
larg (14 1) | <=z

larg L 1 —1_, |=%larg . (1— )+ arg . (1 4 Lny) | =<

7t
arg . (1+Li) [} <5
jeder beliebige Punkt 7, ; aus dem Innern der von ~ 1 mach -+ o~ aufgeschlitzten

l,_i~Ebene in einen Punkt /,, innerhalb des Einheitskreises |1, | <1 transformiert.
Hieraus ergibt sich

(n=2)

(52)

o

< & Max {|arg (1—1L—1)|,

UL >G> ] o o L (53)
Insbesondere ergibt sich aus (50') und (52) fir n==2
larg. l/im'k—ﬂ:: larg .1} | < g

{arg.[/l—:Tf]: larg .k | <7ZZ—

Die letztere Ungleichung bedeutet keinerlei Beschrankung in der Wahl der Grosse ki,
«denn fiir die Integrale K(k) und E(k) ist nicht die Wahl der Grésse k, sondern nur die
der Grésse k2 wesentlich. :

Definiert man also

larg k| <=
80 ist, wie oben
larg . k| < 7;— .

Die Integrale K{k) und E(k) sind dann analytische Funktionen von k% im Innern

der von k% = + 1 nach -} o~ aufgeschlitzten k2-Ebene,
Weil die Entwicklungen K, K*, E und E* fiir reelles & mit 0 =k <{1 gelten, so

4
findet man durch analytische Fortsetzung, wenn man weiter in (35) fir log iy den
Hauptwert wihlt, zusammenfassend:

Wenn
larg (1 4= kyoi)| <o

arg (1 £ (li) | <=3
also

}arg.l/rlt:‘knf,_u;l<%; ﬂargl/mfz:n <‘72—t‘,

7
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o gelten alle Entwicklungen K, K*, E, sowie die aus {47) hervorgehenden Entwicklungen
SE*gvon II an fir alle komplexen Werte von k in der von k= -+ 1 nach + o» aufge-
schlitzten rechten Halbebene R (k) =0 (oder fiir alle komplexen Werte z == k% in der von
2 = -+ 1 nach -+ ¢ aufgeschlitzten z-Ebene). .

Die nten Entwicklungen stellen dann innerhalb des Einheitskreises |k, | =1, bzw.
|1,]=1 konvergente Potenzreihen dar (ausgenommen die Reihen KK (vgl, Proc. Ned.
Alkad. v, Wetensch,, XLIV, NO. 8, 1941, S, 973)).

Schliesslich ist zu bemerken, dass man durch geeignete Wahl der Reihen K oder K*,
(bzw. E oder E*)} nach einigen Transformationen immer fiir alle komplexen Werte von k
mit R (k) == 0 eine starke Konvergenz erzeugen kann.

Wegen (51) ist

lkllt <1 fur n> 1,
und wegen (53)
lln l < 1 fiir 1 > 1.
‘Wenn
s o<1 . . . . . . .. (5%

ist, so ist, wegen (48)
N2
lkn| < (““_1 +2‘ il ) pet |2 <\ kpa [* far n =3,

also allgemein

a5 Ry [ <2022 fir n 3,

Ky ist der Einheitskreis um O, Kg ist der Apollonische Kreis bei dem Verhaltnis

“1‘55 :%, also AB= 1,6; AD::1,2.

ks Hegt innerhalb des Kreises Kj.
1. Wenn ks im Gebiet Iz==ABC (zwischen K1 und Ka, K2 eingeschlossen) liegt,
so ist .
1+ ks|<AB=16 '

3*
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also, wegen (48)

" kol2 < 0,82

Man kann also in (54) ¢ = 0,82 wihlen, und
ko) << (0,872, n=3.

Die Reihen (12) und (42) liefern dann fiir n =3 stark konvergente Entwicklungen.

50 ist
1—Fs < 3
J 1+k3 —q
also, wegen (10)
VK<

Setzt man in (32)

1

~ 4

so folgt aus

wie oben,
| L P @)

und die Rethen (35) und (47) konvergieren schon stark fiir n== 1, wenn man wenigstens
fy= L=V TR

T statt kq verwendet.
14V T &

Wenn | k| gross ist, kann man auch mit Vorteil die Transformationen

kK ()= (—)+zzsgnzkz 0/1_.»)
und

k.E(k)=—= (1—£k?) K( ----- ) sz( >+z {sgn. I(k?) % (Vl ~~) k2E<Vl~ M)
anwenden, wo K (’/ 1_:”12:) durch die Entwicklungen K*, und E (l/ :_jlg) durchi

die Entwicklungen E* berechnet wird (lqm '''''' ) 1),
Dordrecht, 16. Dezember 1941,

1) Der Beweis wird in der néchsten Nr, der. Proceedings erscheinen.
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§ 3. aund f in der Nihe von %

Im folgenden wird zur Abkiirzung gesetzt

AN ="1—sin*a.sin* § = | cos? a -+ cos? f sin? a;
1—sina A +cos B | sin a .. (36)

X TZ ey g e —

| sin a ’ — cos B} sin a

w
vy

© (37)
n {L ”‘19
dy dy
l/cos a - cos? p—cos’ acosm(}? [/cos2 a +-sin? p—cos? a sin? qo
i
Setzt man in das letzte Integral
sin @ == cofg a . sh u,
so findet man
3 cosfBsina -t A
7P , tog (HEEEEE)
,____77',_«",,4__7,?? 77777777777777777 — 1 74..__.»,.7(71412::,: ,,,,,,,,, — (38)
l/cos2 a4 sin (p——~cos7 asin? g (p " sina |1—cotg?a.sh?u
0
Ebenso ist
. 2
E(sin a, p) :f | 1—sin? a sin? ¢ dp— f | cos?a - sin? p—cosa. sin ¢ dp==
0
e 9
cospsino
, tog (*ETI0) b d
cos? a ch? u du
= E (a)— —e »—::2::
sin a |1 —cotg?a . sh



