
Mathematics, - Stark !convergente Entwicklungen für die vollständigen elliptischen 
Integrale erste!' und zweiter Art, IV, Von S, C. VAN VEEN. (Communicated by 
Prof. J. G. VAN DER CORPlJT.) 

(Communicated at the meeting of December 27, 1941.) 

§ 4. Erweitemng der vorhergehenden Ergebnisse für komplexe Wede van k. 

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass knul' reelIe Werte mit 0 ~ k < 1 durchläuft, 
Van jetzt an wit'd !c beliebig komplex vorallsgesetzt. 
Die beiden Integrale 

und 

2 

E (k) '--.r V l---k2 Si~2 T d T 
o 

sind analytische Funktianen von Je im Innern der von le~" -I- 1 nach -I- Cf) und van 
lc = _. 1 nach - Cf) aufgeschlitzten komplexen lc~Ebene. 

Sie sind in diesem Gebiet eindeutig bestimmt durch die Verabredung 

I aeg (l--k sin T) i < Tl 

llnd 

I Beg (1 + k sin lp) I < TC, 
also 

aeg 1-/1 =k2~i';2T I = J I aeg (1--k sin T) + aeg (1 + k sin cp) I < n, 

Für k -+ 0 wird dann 

K (k) -+ + i-; E (k) -+ +1' 
und für I !c I < 1 geiten die hypergeometrischen Entwicklungen 

TC 
K (k) = 2 . F (-L t; 1 ; k 2); 

E (k) = ; . F (-'L .~; 1; P). 

Setzt man in (11), oder 

k"-l =~~!~n 
1 + kn 

1(11 == ei r, mit I (p I < Jr , 

(48) 
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i'f 
und wird Vk~ durch -I- e -2 -bestimmt, so wird 

mit 
2 1 

kn- I = _ Ï:..~- + Ï:..'r' = ----q; . 
e 2 + e 2 cOS-i 

Während also kn den Einheitskreis Ilcn I = 1 durchläuft, durchläuft !c n-l die reelIe 

Gerade von' -I- 1 nach -I- Cf) • 

Weiter folgt aus (48), dass 

d.h.: 

einerseits kn = 0 ....,. kn- 1 = 0, 

andrerseits k" = Cf) ....,. kil-I = 0, 

Das Innere der ganzen von !c ll_ I = -I- 1 nach + Cf) aufgeschlitzten kIl-ol -Ebene wird 
durch die Transformation (48) 

einerseits auf das Innere des Einheitskreises Ilcn I = 1, 

andrerseits auf das Aeussel'e des Einheitskreises I kIl I = 1 

abgebildet. 
Wen wir nul' die erste Alternative wünschen, sind die Wurzelzeichen in (9) ader 

besser in 

so zu bestimmen, dass umgekehrt mit k "-I = 0 nut' noch k" =-= 0 korrespondiert, d.h. 
es soli 

Urn arg Vl-=k~~~~ = 0 
k ll- I -+ 0 

sein. 
Man erreicht dieses Ergebnis durch die FeststeHung 

I aeg (i-kil' I) 1< 7t 

I aeg (1 + k"--I) I < n 

(49) 

(50) 

Weil die Argumente von 1 + k ll - 1 und 1 -. k
ll

_ 1 für komplexe Werte von k
ll 

__ 
1 

ein 
entgegengesetztes Zeichen erhalten, so ist 

I arg V 1 -k~=~ 1= ti aeg (1 - kil-I) + al'g (1 + kil-I) I :::; ~ 

:::; t Max, I1 aeg (I-k,,_!) 1.1 arg, (1 +kn- 1) 11 <~- ~ 
(50') 

Durch die Verabredung (50) bzw. (50') sind alle VOl'kommenden Grossen kil und 

V I - k~ eindeutig bestimmt. Teder beliebige Punkt k1 aus dem Innel'l1 der von -I- 1 nach 
+ Cf) aufgeschlitzten !cyEbene wird dann durch (48) (oder durch ihre Umkehrung) in 
einen Punkt k2 innel'halb des Einheitskreises Gl (= Ilc2 I < 1) transformiert. 

Durch iterierte Transformation wird kz in einen Punkt lc3 innerhalb des Gebietes G2 
transformiert, wo G2 ein Teilbereich von Gl ist, u.s.w. 

Wegen (48) ist 

(n ;;; 2) 
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also, wegen I k2 I < 1 

und 

1 > I k2 1 > I k3 1 .... > I kn I .... 
In derselben Weise wird durch die Transformation 

unter der Feststellung 

(vgl. (33)) 

I arg (1 -In-I) I < n 

larg (1 + ln-d I <n 
(n?2) 

I arg Vl-l~: I = -~ I arg . (1-11l - 1) + arg . (1 + Zn-I) I ? 

~::; 1 Max 11 arg (l·-lll-I) I, I arg . (1 + In-I) 11 <~- ~ . 

(51) 

(52) 

jeder beliebige Punkt lil_I aus dem Innern der von + 1 nach + (/) aufgeschlitzten 
IIl __ r Ebene in einen Punkt lil innerhalb des Einheitskreises 11 n I < 1 transformiert. 

Hieraus ergibt sieh 

1 > 112 1 > 113 1 .... > I lil I .... (53) 

Insbesonclere ergibt sieh aus (50') und (52) für n = 2 

I arg . Vi= ki I = I arg .11 I < ~ ; 

V--2 n I arg . 1 -/1 I = I arg . kl I < 2 . 

Die letztere Ungleichung bedeutet keinerlei Beschränkung in der Wahl der Grösse kl, 
,denn für die Integrale K(k) und E(k) ist nicht die Wahl der Grösse k, sondern nul' die 
,der Grösse k2 wesentlich. 

Definiert man also 

so ist, wie ob en 

I arg . k I < -i- . 
Die Integrale K(k) und E(k) sind dann analytische Funktionen von k2 im Innern 

,der von k2 = + 1 nach + (/) aufgeschlitzten P-Ebene. 
Weil die Entwicklungen K, K*, E und E* für reelles k mit 0 ~Ic < 1 geiten, so 

4 
'findet man durch analytische Fortsetzung, wenn man weiter in (35) für log"" den 

Iq 
Hauptwert wählt, zusammenfassend: 

Wenn 

also 

I arg (I ± kil-I) I < n; I arg (1 ± (lll-d 1< n; t 

larg.Vl--k~_II< ;; larg.V1-1~-=~1 <}' ~ 
(n ?2) 
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sa geiten alle Entwicklungen K, K*, E, sowie die aus (47) hervorgehenden Entwicklungen 

E* van Il an füc alle komplexen Wede von k in der von k = + 1 nach + (/) aufge­

schlitzten rechten Halbebene ~R (Ic) ~ 0 (oder für alle komplexen Werte z = k2 in der von 

z = + 1 nach + (/) aufgeschlitzten z-Ebene). 
Die nten Entwieklungen stellen dann innerhalb des Einheitskreises I!elll = I, bzw. 

1 I 1 = 1 konvergente Potenzreihen dar (ausgenommen die Reihen KK (vgl. Proc. Ned. 

Akad. v. Wetensch., XLIV, NO. 8" 1941, S. 973)). 
Schliesslich ist zu b,emerken, dass man durch geeignete Wahl der Reihen K oder K*, 

(bzw. E oder E*) nach einigen Transformationen immer für alle komplexen Werte von Ic 
mit ~ (k) ~ 0 eine starke Konvergenz erzeugen kann. 

Wegen (51) ist 

I kil I < 1 für n > 1. 
und wegen (53) 

I lil I < 1 für n > 1. 

Wenn 

(54) 

ist, so ist, wegen (48) 

I kil I ::s; ( 1 + ~ kn I Y I kn- 1 12 < I ktH 12 
rUl' n;;: 3, 

also allgemein 

I k I 
~ Ik 12n--3 ~ 21l ---3 ~ 3 

Il -':::::3 .:::::::: e fUr n::;;;::: • 

Kz 

-, 
B M 

Kl ist der Einheitskreis um 0, K2 ist der ApolIonische Kreis bei dem Verhä1tnis 

PB 
PD = ~, also A B = 1,6; AD = 1,2. 

k3 liegt innerhalb des Kreises Kl. 
1. Wenn k3 im Gebiet I ;==.::A B C (zwischen Kl und K2' K2 eingeschlossen) liegt, 

so ist 

3* 
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also, wegen (48) 

Man kann also in (54) C! = 0,82 wählen, und 

Die Reihen (12) und (42) !iefern dann für n~3 stark konvergente Entwicklungen. 
2. Wenn k3 im Gebiet IL:~~A CD (zwischen Kl und K2, K2 eingeschl.ossen) liegt, 

so ist 

also, wegen (10) 

Setzt man in (32) 

so folgt aus 

wie oben, 

11 = V 1 ~k~, also 
1
1 

1 
<-- '\ 

1 --::::'::"4- t 

2Vï~ 
In-l =.:: T+ r,; 

1I 1 < 11 12n- 1 /" (.l1.)2n-l 12 -.:;: 1 -=::::::: 4 , 

und die Reihen (35) und (47) konvergieren schon stark flir n ~ 1, wenn man wenigstens 

1- Vl-=-k2 
k2 = ------~ .. --.- sta tt kl verwendet. l+Vl'=--k"ï .. 

Wenn I k I grosso ist, kann man auch mit Vorteil die Transformationen 

k. K (k) = K (-1-) + i ! sgn. 1 (P) I K( Y-;-12 ) 
und 

k .E(k)=(1-P)K(1-) +P E (!) +ilsgn. l(k2)1 ~KCV;--k\) -k2 ECV;--~~)~ 

anwenden, wo K (V~--=~~;) durch die Entwicklungen K*, und E (V~ ~2) dut·ch, 

die Entwicklungen E" berechnet wird (Iq = .+-) 1). 

Dordrecht, 16. Dezembet' 1941. 

1) Der Beweis wird in der nächsten Nr. der Proceedings erscheinen. 

Mathematics. - Ueber die Ent-wicklllng der Ilnvollständigen elliptischen Integrale erster 
Ilnd zweiter Art in stark konvergente R.eihen. IV. Von S. C. VAN VEEN. (Com­
municated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

§ 3. 

(Communicated at the meeting of December 27, 1941.) 

a Ilnd fJ in der N ähe van :re.... . 
2 

Im folgenden wird zur Abklirzung gesetzt 

Ij, = VT-. sinz -;;--:;i-;;2 f3 = VZOS2~-+ -~OS2 Fsi~2~; (\ 

1 - sm a Ij, + cos f3 V sm a 
X = ----:-=-; ij = --·---~-~-·----,--·.:c.:==c; 

Vsin a Ij, - cos fJ Vsin a 

Setzt man in das letzte Integral 

sin (p = cotg a . sh u, 

so findet man 

Ebenso ist 

n ~~_ --f3 
2 2 

(36) 

E (sin a, fJ) = J Vl-~in2~;sin-2 ep dep-.J~ Vcos2 a -F;in2 q;=-COS2-;l-:Si~2-;P dep = 
o 0 

(37) 

(39) 


