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also, wegen (48) 

Man kann also in (54) C! = 0,82 wählen, und 

Die Reihen (12) und (42) !iefern dann für n~3 stark konvergente Entwicklungen. 
2. Wenn k3 im Gebiet IL:~~A CD (zwischen Kl und K2, K2 eingeschl.ossen) liegt, 

so ist 

also, wegen (10) 

Setzt man in (32) 

so folgt aus 

wie oben, 

11 = V 1 ~k~, also 
1
1 

1 
<-- '\ 

1 --::::'::"4- t 

2Vï~ 
In-l =.:: T+ r,; 

1I 1 < 11 12n- 1 /" (.l1.)2n-l 12 -.:;: 1 -=::::::: 4 , 

und die Reihen (35) und (47) konvergieren schon stark flir n ~ 1, wenn man wenigstens 

1- Vl-=-k2 
k2 = ------~ .. --.- sta tt kl verwendet. l+Vl'=--k"ï .. 

Wenn I k I grosso ist, kann man auch mit Vorteil die Transformationen 

k. K (k) = K (-1-) + i ! sgn. 1 (P) I K( Y-;-12 ) 
und 

k .E(k)=(1-P)K(1-) +P E (!) +ilsgn. l(k2)1 ~KCV;--k\) -k2 ECV;--~~)~ 

anwenden, wo K (V~--=~~;) durch die Entwicklungen K*, und E (V~ ~2) dut·ch, 

die Entwicklungen E" berechnet wird (Iq = .+-) 1). 

Dordrecht, 16. Dezembet' 1941. 

1) Der Beweis wird in der nächsten Nr. der Proceedings erscheinen. 

Mathematics. - Ueber die Ent-wicklllng der Ilnvollständigen elliptischen Integrale erster 
Ilnd zweiter Art in stark konvergente R.eihen. IV. Von S. C. VAN VEEN. (Com­
municated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

§ 3. 

(Communicated at the meeting of December 27, 1941.) 

a Ilnd fJ in der N ähe van :re.... . 
2 

Im folgenden wird zur Abklirzung gesetzt 

Ij, = VT-. sinz -;;--:;i-;;2 f3 = VZOS2~-+ -~OS2 Fsi~2~; (\ 

1 - sm a Ij, + cos f3 V sm a 
X = ----:-=-; ij = --·---~-~-·----,--·.:c.:==c; 

Vsin a Ij, - cos fJ Vsin a 

Setzt man in das letzte Integral 

sin (p = cotg a . sh u, 

so findet man 

Ebenso ist 

n ~~_ --f3 
2 2 

(36) 

E (sin a, fJ) = J Vl-~in2~;sin-2 ep dep-.J~ Vcos2 a -F;in2 q;=-COS2-;l-:Si~2-;P dep = 
o 0 

(37) 

(39) 



In (38) ist 

IOg(COSE,sjnct.+"") 
COS" 
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,[ ",/~~1;2-:'~h2-;; 
o 

Setzt man hier 

so ist 

o 

=sma 

D + cos fJ Vsi~-; 
th U = Vsi~--a . th v; y = ~------~---_==-= ; 

D - cos fJ V sin a 

logy 
2 

dv 

(41) 

.r ch~~~(-~-~t-~~)-y;:- ;L:W;l~~~~~ 
o 

logy logy 
2 2 

--V-~-------J' dv -V--;--- 00 (1.3,5 ... (2n-l)) 2n[h2n h2n d--
-- sm a. vy~;2~h2~~~lt2~ -- sma. nEa -:2.-{6 ... 2 n- x • s v. cv. v---

o 0 

=Vsfn a. 

logy 
-2-

logy 
--2 

'f (L~~~_,-j~n--12) X2nJ (~:~-=_~:::~V_)211 dv. 
11=0 2.4.6 ... 2n 4 

o 

Nach (26) III ist 

(40) 

f· (e2V~_e~2V)211 (-1)11 (1.3.5 ... (2n-l)) y211 21l (2n) y~2p 
• ------4---- dv =2-211+1 2.1:.6 ... 2 n log y + 421lti :'0 (-l)P p n _p' (431 
o P*1l 

Schliesslieh ergibt sieh aus (37)-(43): 

F(sina,fJ)=K(a)~- ___ 1= logy. 1; ( __ 1)11 (~.3-,-?:_:.~_~-=1))2(~)21l 
2Vsina 1l=0 2.4.6 ... 2n 2 

(44) - -~--.-!== 1" (J-,-3.5 ... (2n~n) (~y)21l Z (-l)P (2 n,\ Jr 2p 
. 

4Vsinan=1 2.4.6 ... 2n 4 p=O P }n-p 
P*11 
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Bemerkt man noch, dass 

X y _ l-:_~i'2~ D + cos fJ Vsi~~ _ 
.{ - 4Vsi;-;' D - cos fJ V sin a 

I-sin a (D + cosfJ Vsina)~__ _ (D +cosfJ Vs~n~)2 _ 
4-Vsi~-~ . (T=sin-;-f(I +Sin a . sin 2 fJ) - 4 V sin a . (1 + sin a . sin2 fJ) , 

(45) 

, t man dl'e fül' ex und fJ in der Nähe von _1& stark konvergente Entwieklung sa gewmn 2 

I 00 (1.3.5 .. ,(2n--l))2 (X)2/l 
F( ' - fJ)c=cK(a)-----==.logy 1.,' (-I)/l --2--46-2 - :2 

sm G, 2 V sin a 11=0 . . ... n 

Das Hauptglied ist 

(47) 

wo K(ex) durch die Formeln aus V.E, 1. (lI) bestimmt ist. 
Wegen 

I 

?11 (2 ) y-2P I 2/l (2n) }; (--l)P n _=_ <! y-2 P =(1 
p=O P n p p--o p 

P*11 
ist die letzte Reihe in (46), wegen (45), stärker konvergent als die Reihe 

Diese Reihe konvergiert für 

D 2 + COS
2 

fJ . sin a ____ _ . Lj-- sin. ~ (1-Sjt!_~~~n2 ~) == ~ (! - s~n~_~Ï[!~~) < 1 
2V~El'--';.(i-=~~in-~.sin2fJ) -- 2Vsina' H-sina.sin 2 fJ 2 1+slna.szn2fJ 

mit 

_ 1·+ sin a 
x == ---.=-=--===...- , 

Vsina 
(~ 2). 

Hieraus ergibt sich als hinreichende Bedingung für die Konvergenz der zweiten Reihe 
aus (46) 

1 >- sin 2 (1 > --,-- =-- --. I (X-- 2) 
:-- sma x+ 2 

. (49) 

(vgI. (28)), Die erste Reihe konvergiert dann auch, weil 

X - 2 1 -- V sm a ( --:--)2 
sin a > x + -2 = 1 + V si';~ 

(46) 
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oder 

_x _ 1-Vsi;;a 1 + Vsina - -~--=-- < - ----- < 1 
2 2 Vsina 2 

ist. llnd (49) bildet somit eine hinreichende Bedingllng für die Konvergenz der R.eihen 
(46). 

Zur Entwicklung des elliptischen Integrales zweiter Art setzen wir 

und betrachten wir zuerst 

ader 

y 

E (sin a, (3)=E (a) -eotg (3. L:, + e~s:_~ J' __ -~h2 u.du --- (51) 
Sin a. (l-eotg2a. Sh2U)~' 

Wie oben findet m~n (vgI. (40) und (42)) 
o 

Y '/ 

J .( ___ .. _.Sh2U d ll ___ 
i 
= sin3 aJ-----.. --------__ -_~h2 a . da 

1·-eotg2 a • sh2 a)' --2----------;---, = 
o th6 a. (sin a--th2 ap (1- ~_~(! -sl.n a)2)" 

(sin a-th2 a)2 
o 

41 

Weiter ist 
logy 

!!!Jfy. ~ 

j
2. h2l (h2 -sina Sh2v)dv=J sh2/1+2V. eh2/1 v \ (1-sina)eh

2
v+sina I dv:=-.:: 

Sh2fl+2V. e 'V. CV' . 
o 

• o 

log Y !.o..fD'. ____ 2 

f
2 (e2l1_e-2V)211+2 sina J (e2v::-e-2~)211 --

=( I-sin a) ----·-4- dv - --2--. 4 dv I 
o 0 

logy 
-2~ 

also, wegen (43) 

l()gy' 
2 

+ sin a.f (~~~ e-=:.v) 
o 

( 

2v __ 2V)2/1 
~- 4

e 
dv, 

.J' Sh211+2 V. ch211 V (eh2 v-sin a . sh
2 

v) dv = 

o 
. . ~ (_1)11+1 (1.3.5 . . ...:..~1!.±n) !/I1+~ 2Z2 -1 p (2n+2) __ fL2~ __ ( 

=(1--sm a)r-i2n+3- -~4~6-:-:.(2n.+2) logy+ 4211+3 p=o () p n+l-p~ 
p-:f/l+1 . 

~na ~ c.!2~ (~}-,5 ... (23~J2) I + r~ }3 (-l)P (2n) JJ_-2~ Î +sin __ 1! • ~-::-JC!2~~~~1 
- 2 (2211+1 2.4.6 ... 2n ogy 4211 +1 p=o P n--p ~ 2

4n 
f-3 2 n+ 1 

P-:fll 

Aus (51), (52) und (54) ergibt sich endlich 

(53) 

(54) 
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Die letztere Reihe diesel' Entwicklung geht über in 

. co~~~c (y_y._I) i (1.3.5 ... (2 n-1)) (X(y_y-I))2= 
8Vsma 11=0 2.4.6 ... 2n 4 

= 2r;?n~ . (i ~i~ ~j( t +~2:;i,.'Pj "go CiL? ~ 2:) ) ( ~;:: . (i -~i~ :jÎi +;;::~ a 

Man findet (mit Hervorhebung der Hauptglieder) 

E (sin a, (J) = E (a) - co tg (J:.A __ ~.9S2 ~- log y \ 

2 4Vsina I 
1 sina ro 1.3.5 ... (2n+l) 2 x 211+2 . + __ ;CC log y . }; (_-1)11+1 (-.. ------) (---) . ! (2 n + 1) + (2 n +3)sm a I 4Vsma 11=0 2.4.6 ... 2n 2 

+ 1 s~na.2 (~. ~~·:i2_~i~_!2) (~:J!.)211+2 21;-2 (-l)P (2 n + 2) _1!=2~ (5 
4Vsmall=o 2.4 ... 2n 4 p=o p n+l-p 

P::j::Il+1 

_~()s~<:_ ~ (3.5 ... ~n + 1)) (X.Y)211 211 (2n) y'-2P . -;--. 2, -- ._.-- -- ); (-l)p __ . __ _ 
8Vsmall~=o. 2.-4 ... 2n -4 p=o p n--p 

P::j::1l 

rnit 

X= I-sin a 6. + cos (J Vsfu~ _ (6. + cos fJ Vsin--;;-)2 
---~. y == -"-- .. _-~-... _-------_. xy - ~'"-~--. -_. ___ "~_~ ________ . 
VSin~ , 6. - cos(J Vs7na' 4 V sin a (1 + sin a. sin2 fJ) 

Das Hauptglied ist (mit Vernachlässigung von x 2 10g g, x2g2, u.s.w.) 1) 

2---
. ~ cotg fJ. D _Cos...!!:.._ 6. + COS fJ V sina ( E (sm a, fJ) ~ E (a) --- --------.-- - --;--- log --___ ___ ._,=, 56) 

2 4V Slna 6. -. cos (J V sina 

wo E(a) durch die Formeln aus V.E. I (IIr) bestimmt ist. 

Die Konvergenzbedingungen sind ganz dieselben wie in (46); die hinreichende Kon­
vergenzbedingung wird somit durch (49) gegeben. 

1) Dieses Hauptglied ist in der Einleitung (Proc. XLIV, N0. 8, S. 976) fehlerhaft 
angegeben worden. 

I . , al"tés de la théoeie des tonctions et lcues généralisations 
M tb maties - SUl' que ques !/lcg , W ) 

a e " I PAF MONNA. (Communicated by Prof. W. VAN DER OUDE. spat/ales. . ar . . 

(Communicated at tbe meeting of December 27, 1941.) 

§ 1. I ntcoduction. 

Soit 

w = [(z) = al Z + a2 Z2 + ... (1) 

I I· < 1 I I unité est représenté SUl' un domaine '1 0 t schlicht" pour z ; e cerc e regu Ier e " 
"schlicht" et simplement connexe Q. On a alors 

Z I 1-=1[( )[-= -J~J-[a 1 (2) (l+T~I)2 al = Z = (1-[z 1)2 I,' 

t J'e sais on n'a jamais étuclié les conséquences de ces inégalités pour la 
Pour autan que , I I < 1 t -t 1 
f 0 0 erse z = F(w) qui représente Q SUf l.e cercle unité z ; peu -e re a onctJOn 1I1V n '0 d 0 

. . F() 11e peut pas être déveIoppé dans tout ,,, en une sene e pmssances raIson en est que w 
cl Cependant on obtient une propriété très simpIe. 

CSz, que z - ° est transformé en Po de Q. Soit G(P. Po) la fonction de GREEN upposons -
de Q avec p61e Po. On a 

1 
G (P, Po) = Jog z.-- - g (P, Po) . 

PP" 

(3) 

oil g(P, Po) désigne la fonction harmonique dans Q, correspondant à des valeurs-frontière 

log .-~ (Q désigne un point de la frontière 2: de Q). On sait alors quO on a 
'PoQ 

I z I = I F (w) 1= e-G(P,Po), 

et 

g étant la fonction conjuguée de g. On en Ure 

I all = e-g(Po) 

oill'on a posé g(Po, Po) = g(Po). Il s'en suit al ars de (2) que les points P(w) de f2 pom 
lesquels I z I = cg = r (constante) se trouvent tous dans l'anneau formé par les cercles 

de rayon .. -.!. e·- g (Po) et .. -:'--.. e- g (Po) et de centre Po. Autrement dit, la ligne de 
(1+l')2 (1_,)2 . . 

niveau G 0'= C se trouve entre les deux cercles de centre Po et de rayon respectJvement 

e-C e-C 
_a p 

----.----- e-g(Po) et ...... -.-.-.. - e b ( ol. 
(1 + e--C)2 (l--e--C)2 

En particulier, en prenant C = 0, on voit que Ie cercle de rayon t e·-g(P,,) se trouve tout 
cntier dans f2. Donc, si d désigne la plus petite distance de Po à ),' 

t e-g (Po) :=' d 
ou 

g (Po) === log 4
1
;]. (4) 


