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also, wegen (48)

" kol2 < 0,82

Man kann also in (54) ¢ = 0,82 wihlen, und
ko) << (0,872, n=3.

Die Reihen (12) und (42) liefern dann fiir n =3 stark konvergente Entwicklungen.

50 ist
1—Fs < 3
J 1+k3 —q
also, wegen (10)
VK<

Setzt man in (32)

1

~ 4

so folgt aus

wie oben,
| L P @)

und die Rethen (35) und (47) konvergieren schon stark fiir n== 1, wenn man wenigstens
fy= L=V TR

T statt kq verwendet.
14V T &

Wenn | k| gross ist, kann man auch mit Vorteil die Transformationen

kK ()= (—)+zzsgnzkz 0/1_.»)
und

k.E(k)=—= (1—£k?) K( ----- ) sz( >+z {sgn. I(k?) % (Vl ~~) k2E<Vl~ M)
anwenden, wo K (’/ 1_:”12:) durch die Entwicklungen K*, und E (l/ :_jlg) durchi

die Entwicklungen E* berechnet wird (lqm '''''' ) 1),
Dordrecht, 16. Dezember 1941,

1) Der Beweis wird in der néchsten Nr, der. Proceedings erscheinen.

Mathematics, — Ueber die Entwicklung der unvollstindigen elliptischen Infegrale erster
und zweiter Art in stark konvergenfe Reihen, IV, Von S, C, VAN VEEN, (Com-
municated by Prof. J. G, VAN DER CORPUT.)

(Communicated at the meeting of December 27, 1941.)

§ 3. aund f in der Nihe von %

Im folgenden wird zur Abkiirzung gesetzt

AN ="1—sin*a.sin* § = | cos? a -+ cos? f sin? a;
1—sina A +cos B | sin a .. (36)

X TZ ey g e —

| sin a ’ — cos B} sin a

w
vy

© (37)
n {L ”‘19
dy dy
l/cos a - cos? p—cos’ acosm(}? [/cos2 a +-sin? p—cos? a sin? qo
i
Setzt man in das letzte Integral
sin @ == cofg a . sh u,
so findet man
3 cosfBsina -t A
7P , tog (HEEEEE)
,____77',_«",,4__7,?? 77777777777777777 — 1 74..__.»,.7(71412::,: ,,,,,,,,, — (38)
l/cos2 a4 sin (p——~cos7 asin? g (p " sina |1—cotg?a.sh?u
0
Ebenso ist
. 2
E(sin a, p) :f | 1—sin? a sin? ¢ dp— f | cos?a - sin? p—cosa. sin ¢ dp==
0
e 9
cospsino
, tog (*ETI0) b d
cos? a ch? u du
= E (a)— —e »—::2::
sin a |1 —cotg?a . sh
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n (38) ist
cosfBsinat A cos@sind A

ror(* tor (S50
_du N du

J VT cotgta skt V[ bt BB\ shP. ch*u(1—sin )

u, -
p ch?g-- St _ sh* ch' (1 -sin a?
5 sin a sin%a

3
log (02F:sinz )

= sina —_ - dlfw
ch?u(sin a—th?u) ]/1 —_ ﬁl‘gi msz@)?

(sin a—th? u)?

Setzt man hier

thu=|"sina.tho; y="tcosbl sina

,,,,,,, 41
—cosB| sina’ 1)
50 ist
cos Bsine -+ /
(e
}{ ;;;;;;;;;;;; = [ S =
L 1~cofg a.sh?u Chzv.(l__thzv)]/ _ (i=sinapth?o
. sina. (l—th?p)?
lofy Iofy
e dv ——  ® /1.3.5...(2n—1 ~
o= Vszn a V]—xfgﬁz—;‘?i{f = | sina. Ié; (-246%;—)) x%n f sh?v.ch® v, dy==
o
logy
2
1.3.5...(2n—1) e\
e, £ (430 (5
0
Nach (26) III ist
logy
'2 2y 2v\2n ( l)n 1.3.5 (
e’ —e” I G .3.5...2n~1) 21 2 —2p
= dv="55 ( lo v —p () LT
! ( 4 ) 270\ 72.4.6...2n ) 9y+42ﬂ+1§o( "o ) @
ptn

Schliesslich ergibt sich aus (37)—(43):

F(Sin " /3) - K(a)"—‘ 2—1/5175 lOg g n§ (——-1) (1 13‘? VVVVVV Qfl:jl)) ('2‘)2”
Y

e (135.2n—1)\ [xy\2" = 20\ g
4[/31'{&,%1( 246..2n ) ( ) ,;50(‘“1)"<p>n:;,~

o
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Bemerkt man noch, dass

xy _ 1—sina A+ cosﬁ[/sma

4 4[/{szinia AN —cosp [/sm a

4444444444 (A+-cospl sina®
I/szna sma)(1+sma sin ﬁ) 41 sina . (1-Fsina.sin?f)

(45)

so gewinnt man die fir o und £ in der Nahe von 72[ stark konvergente Entwicklung

: 1.3.5...(2n—1 n
F(sina, f)=K(a)— I?s;la logy Z( 1y ( "2%(*‘271‘)) (2>

14 o Z (1.3.5.(2!‘1“1)) ( +~ COSIB l/élfla %2?1 ‘22171 (M 1)p 2 n) y‘zf (46)
- ;[/sm a n=1 2.4.6..2n ‘i [/stn a.(l-fsina.sin?f)} p=0 p/)n—>p
pFEn
Das Hauptglied ist
F(sina, )~ K(@)— ——— . lo ;_:tﬂ’_ﬁﬁ_léggg, )

2[7§an CIAT cos f | sina

wo K(a) durch die Formeln aus V.E.I. (II) bestimmt ist.

Wegen
2 2n\ y % 2n (2 n) B _ M_% (A2 cos?B. sin a)gz”
__“1 p k . < 24 2P — 1 | 221 - -
pég( ) ( p )n—«p p=0\_p 4 (457 (/A -+ cosp [/szna

ist die letzte Reihe in (46), wegen (45), stdrker konvergent als die Reihe

§ (,L%é__@::l))( 4’ + cos’fi sina ) (48)
Pt 2.4.6...2n 20 sina(l +sina.sin?f))

Diese Rethe konvergiert fiir

,,,,, A’fcos’fosina  14sina (LzS,iﬁa Si?BN _ x 1:_Szrl9_§1f}3ﬁ 1
21 sina. (1 (1+sina.sin?f) 21 sina \l-tsina.sin’g ) 1+4-sina. sin®f
mit
= li‘,fﬂ,a (=2

Hieraus ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der zweiten Reihe
aus (46)

1/Stn2ﬁ>——~ 3:6:2) B € )

sina \ x4 2
(vgl. (28)). Die erste Reihe konvergiert dann auch, weil

X—-2 (1 —wl/:s_z;I—a>

141" sina

@
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oder Weiter ist
’gcg__rl—[/g—r-l;<l—}—l/sma<l %g_y
2 2| sina 2 o Shzv)dv:j‘shzn-kzv.Chzn,,{(l——sina)chzv—l—sina}du:;
ist, und (49) bildet somit eine hinveichende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihen i S~h2n+2y.ch2”v.(ch p—Ssina. ‘
46 . |
(46). | ; s
Zur Entwicklung des elliptischen Integrales zweiter Art setzen wir ; logy 2 2 _aN\2n
| T eV (e Y g
log ((C0SP - sinat AN _ - eV gppsina | (S ) (T
°g cosa =7 =(1—sn a)t 4 o (53)
’ 0
und betrachten wir zuerst ‘ Logy “l‘g;g)‘) .
‘ 2 2n+2 . 2v._p—2V
4 ¥ 22V sina e —e " .
_ sh’udu . chzu .sh?u.du shtu . du . o a)f (?Z.L._,_e_.,> dv— ﬁf‘(f ( 4 ) dv
(I-—cotg?a . sh?u) (1—cotg’a.sh?u)t | (1—cotg?a . sh’u)l ! . 4 0
B 0 . - 0 Togy
, 2 . 2n
4 -2y 2V o2V
= | ke Ruth gy 4 sina f (e_”j%ﬁ ,,,,, ) (S ,,,,,, 4_‘1_> dv,
cotg®a l/1~cotg a.sh?u |, cotg’a, [/lmcotgﬁ(;is—ﬁ- 5
N
70 ) mcotga sh?a) T | AT G
oder a2y, ch2n (chz v—sin a . sh? v) dv ==
I h*udu sinfa.cosf. /\ [ u.du ~~ 2142 2 _];2 —2p :
oyl I ;== " - (50) 2n+2 n A (54)
cos?a o[(l—cotgm. sh?u); costa.sinf [/lmcotg a.sh?u ; o a)%('fél)—z-:l (’%—%‘g"’é":}t)}) logy + ézn% £,O (—1» 0 T —p
- 24n pn+l

Aus (50) und (39) ergibt sich

E (sina, f)=E (a) —cotg 8. /\ -+

2n 20 2n ‘2 ina {(y— y“l)zjjf
—1r 1~375—'(2-n-~—1-)> logy -+ oy 2, (17 ( ‘1?“%"*”24;”3 C2n41
(51) ) gl (‘ gy 42n+1;;;?2 p /) n—p

Aus (51), (52) und (54) ergibt sich endlich

cos?a JZ sh?udu
(

sinda l—cotg?a. sh?u)t”
L»

Wie oben findet mén (vgl. (40) und (42))

2n
— 1.35. @w+n> x
. : cos’a $ 1—sina SR Wkt Sekdell MY 2n-+2). logy
o shlude sh?u . du _ H=Ele)—cotgp. A s 2=y (2 16.0n12) | 2
(I-—cotg? a , sh? u)t chbu. (sina—eh?u) (1— th’u (1—sina)*\i ' ) 2
5 s ety (sin a—th?u)? _costa_ g gy (,1, -3 ,54:,;(_2.":_“.1)_) (2n+1) (") log y
0 4 |7 sin a n=0 2.4.6...2n : ,
L‘Zg;li logy 4 |—sina L@2nt+) 22 2n§2 (1) <2n Jr'2> My”':?i,
2 — L (2:2..-en — 1=
— (ain ) th’v (1—sina . th?v) dv v ["sh?v(ch?v—sina.sh?v)dv Ty ,é‘o (W 2‘4.. 2n >x 22 5 p n1—p
o (Sln (1)2 . — : 333 fe (5171 a)z 3 N R p#—.n»l—l
ch?v . (1—th? v)3(1 (I—sina)’th v) . (1—x?%sh?v . ch?v)? i
- _ Y P . 2P
; sine (1—th*v) a5 (3.5 @0+ )) S (2 ">__~H :
e A e 2 11—
Iogy ‘8l/sznan 0( 2.4...2n 4n5f?1 p p
@ -2t
= (sin a)t Z( 2 4 Zn“j:m) xz”] sh?™2y . ch?"v (ch?v—sin a. sh?v) dv. cos’a & (3.5...(2n+1) _,”’_C_T_z_ (_y,Ai_l),n,' .
| "0 ‘ o smanco\ 2.4..2n )27 2n+1
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Die letztere Reihe dieser Entwicklung geht iiber in

cos?a = 1.3.5.. (2n-——l) x(g—y=)\2_
Sil/:szn&(y )/1%0( 2.4. g_ 2n )( ‘1“) o

__»mcos a ,,,_MA cosf . l/szna ® (1375__(_271—1))(1—-—51}1(1

_ (1-+sina). cosf. /\ 1
- szn/)’ (1+sznu)

2 2
1+ sina. smzﬂ)
Man findet (mit Hervorhebung der Hauptglieder)

cotg ﬁA . cos?a

sina, f) = e —nD
E (sin a, ) E (a) 5 4L sina logy
5...(2 2042
(~~1)”+‘(l 234 ( nw{ 1)> (»5> .{(2n+1)+(2n+3)sina}
i + sina jg 3. 5.. (2,,_;‘ 1) n+2 2n{—2 2n-+2 v»y_gp
41/§Zﬁ”anmo( 2.4...2n )( ) ( 5 ) ntl—p

cosa @ /3.5...(2n 1) Ly\?noin 2n\ y2r
p— R —— T T . — 1 p [
8[/5"1(1;1%0( 2.4.“271. )( 4 pgo( ) n-——p

mit

lmsm a

x== ; PI sina)’ P
[/sm o 4| sina (1 + sina . sin? f)

Das Hauptglied ist (mit Vernachlassigung von x? logy,

A—l—cosﬁl/;i;?i ay =D (A _}«cosﬁ[/é;ia

252, wsow.) 1)

2
E (sina, )= E () — <% ?fi A 45%-,;; log £ A tcosfl sina (56

—cos B sina
wo E(a} durch die Formeln aus V.E. [ (IIT) bestimmt ist,

Die Konvelgenzbedmgungen sind ganz dieselben wie in (46);
vergenzbedingung wird somit durch (49) gegeben,

1) Dieses Hauptglied ist in der Einleitung (Proc. XLIV, No.
angegeben worden,

die hinreichende Kon-

8, S. 976) fehlerhaft

__Cotgp

inégalité théorie des fonctions ef leurs généralisations
— Sur quelques inégalités de la
Mathemat‘th}es I Paz A. B, MoNNA. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.)
spatia

/g) . (Communicated at the meeting of December 27, 1941.)

§ 1. Introduction,

Soit 1
w=f@)=az+az22+... . . . . ()

lier et ,schlicht” pour |z]|<{1; le cercle unité est représenté sur un domaine
véqulier "

schlicht” et simplement connexe Q. On a alors

z

CoplalsleiE el o)
(L+1z[)? Tz
Pour autant que je sais, on n'a jamais étudié les conséquences de ces inégalités pour }a

r , de alités p
f(; tion inverse z = F(w) qui représente £ sur le cercle uwnité |z|<1; peut-étre la
. C - e .‘ .
O'som en est que F{w) ne peut pas étre développé dans tout £ en une série de puissances
rai ‘

i iété tres simple.

2. Cependant on obtient une proprié . . . N
deSuppogons que z = O est transformé en Py de £2. Soit G(P. Py) la fonction de GREEN
de 2 avec pole Po. On a

og * —gPP). . . . . . 0

tp P,

G (P, Py)=

oit g(P, Py) désigne la fonction harmonique dans £, correspondant a des valeurs-frontiére
log 1 (Q désigne un point de la frontitre 2 de £). On sait alors qu'on a

P Q 1zl_«[F }"“ G(P,Po)’

et )
F (w) == wetrig
g étant la fonction conjuguée de g. On en tire
’aI!:e_g(Po)
oit I'on a posé g(Po, Po) = g(Po). 1l s'en suit alors de (2) que les points P(w) de £ pour
lesquels |z | == e~& = r (constante) se trouvent tous dans I'anneau formé par les cercles

2P et —f__e—2(P) et de centre Py. Autrement dit, la ligne de
(112

niveau G == C se trouve entre les deux cercles de centre Py et de rayon respectivement

de rayon (fi T

——C e—C .
. =& (P
77777777777777777 e8P o e e ),
(I e cp (i=e )
En particulier, en prenant C == 0, on voit que le cercle de rayon % e~&(P) se trouve tout
entier dans Q. Donc, si d désigne la plus petite distance de Pg a 2

% e_g(Po) ; d
ou

. B!
g (pO) = lOg ;1"&' PN P . . (4)



