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§ 1. Introduction . 
1. On doit à M. A. KHINTCHINE Ie théorème important suivant 1) : 

Théorème 1. Soit n un TlOmbre Ilaturel et cu (x) ul1e [onction positive du nombre 
natu/'el x, telle que la [onctiol1 x (w (x))/l tend ous zéro monotonement, si x -> co. Con

sidérons les inégalités simultanées 

I fJ,. X-IJ. I < w (X) (v = 1, 2, ...• n), (1) 

oû (0
1
,°

2
"", Gil) désigne un point quelconque de l'espace Ril' Considérons en outre 

la série 00 

}.' (w (x))1l . (2) 
x=1 

Assertion A. Pour peesque tous les poillts (1)1' U2, •• ·, Un) de 'l'espace Ril Ie système 

(1) admet une infinité de soltltions entières x;:;; 1. YI' Y2' ... 'YIl' ~i la série (2) d oe~ge. 
Assertion B. Poue presque tous les points (el' °2, ••. ,On) de I espace Ril Ie systeme 

(1) n'a qu'un nombre fini de solutions entièl'es x:?: 1, YI' Y2::' "YII' si la.série (2) converqe. 
Remarques. 1. L'expression "presque tous les points etc. veut dlre que les autres 

points forment un ensemble de mesure nulle au sens de LEBESGUE. 
00 

2. M. KHINTCHINE considère aussi l'intégral I (cu (t))1l dt au lieu de la somme (2\ sous 
la condition supplémentaire que la fonction w (t) soit continue. Il est clair que cela ne 

fait aucune différence essentielIe. 
Il. Soit fv (1), t" (2) .... pour 7' = 1. 2, ... , n une suite croissante arbitraire de nombres 

naturels. Alors Ie théorème IA ne donne aucun résultat SUl' l'approximation simultanée 

des n expressions 
(v = 1, 2, ... , n) fJ" f" (x) - y,. 

à zéro, excepté si f" (x) = x (x = 1. 2, ... ), tand is que Ie résultat fourni par Ie théorème 

1 Best peu intéressant. 
Toutefois dans Ie cas général indiqué on peut présumer un théorème analogue. Co mme 

je l' ai démontré à une autre occasion, la généralisation de l' assertion B ne renc~n.tre 
aucune difficulté. Par exemple on a la proposition suivante, con tenue dans une proposItIon 

encore plus générale 2) : 
Théorème 2. 50it tl 1lfl nombre naturel. f" (I), fv (2), ... pour v = 1. 2, ... ,tl rwe 

suite croissante de nombres naturels et w. (xl pour v = 1. 2, ... ,11 une fonctiol1 positive 
00 

du Tlombre naturel x, telle ql1e les sél'ies 2: Max (0)" (xl! fv (x)) et 
x=1 I~"S:11 

Il 

11 OJ. (x) 
x-=: 1 1'==1 

(3) 

1) A. KHINTCHINE, Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen. 

Math. Z. 24, p. 706-714 (1926). 
2) J. F. KOKSMA, Metrisches über die Approximation reelIer Zahlen. Proc. Ned. Akad. 

v. Wetensch., Amsterdam, 41, p. 45--47 (1938). 
Ueber die asymptotische Verteilung eines beliebigen Systems (tv) von Tl reeUen Funk

tionen tv der m ganzzahligen Veränderlichen Xl, X2, ... , XIJl modulo Eins. Proc. Ned. 

Akad. v. Wetenseh. 43, p. 211-214 (1940). 
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conougent. A/ors poaf pl'esque tous les points (0 1,°2, ..• , 0ll) de l'espace Ril Ie système 

des inégalités I fJ {: () I < () ( 1 2 ) (4) v I" X -IJ,. w" x y = , , ... , n 

n'a qu'un nombre fini de solutions' erltières x:?: 1, Yl' Y2' •.. 'Yll' 

Jusqu' ici je n'ai pas réussi à généraliser d'une manière aussi générale la belle démonstration 
de M. KmNTCHINE du théorème IA. Mais pourtant les résultats obtenus concernent quelques 
classes bien étendues de systèmes de suites fv (IJ, [" (2), ... , comme montrent déjà· les 

théorèmes 3 et 4, dont la démónstration forme Ie but de cctte première communkation. 
Autrefois j'ai donné un exposé succinct des résultats de ces recherches 3). 

III. Soit f(l), f(2), ... 

une suite arbitraire de nombres naturels croissants. Par d (z, x) j'indique Ie plus grand 
diviseur commun (f(z), f(x)) des nombres f(z) et f(x) (z, x = 1. 2, " .). Alors pOUI' toute 
suite de cette espèce et toute paire de nombres a, /1 satisfaisant aux inégalités O:;;;:;a</1~il, 
je déllnis la fonction arithmétique A (x, a, (1) (x = 1. 2, ... ) comme Ie nombre des nombres 
naturels de l'intervalle a f (x) < u < /1 f (x) qui pour aucune valeur de !'indice z (1 :;;;:; z < x) 

[(x) 
ne sont divisibles par Ie nombre --------. 

d(z,x) 

Définition 1. Nous dir ons que la suite f (l), f (2), . " de nombres "aiurels croissants 
possède la propriété 'P, si à toute paire de Tlombr'es a, IJ (0 ~ a < /1:S 1) correspondent 
un nombre positif C = C (a, (1) et un indice xo illdépendant de x tels que 

A (x, a, (3) ='== C (fJ--a) f (x), si X =- Xo. 

Nous dirons que cette suite 'possède la r propriété 'P*. si e11 oufre il est possibIe de 
choisir' te /lombre C i/ldépendant des /lombres a, /1. 

Soit 5 un système de 11;::;:;;; 1 suites croissantes de nombres naturels 

fv (1), fv (2), . .. (11 = 1. 2, ... , n), 

B un système de 11 paircs de nombres a,,, /1" avec 0;::::; a" < /1 v:;;;:; 1 et soit posé pout' 

tout nombre naturel N 

(5) 

ou A,. (x, av' /1,,) indique la fonction A (x, av, /1v) correspondante à la suite fy (1), fv (2), .... 

Définition 2. Nous dirons que Ie système 5 possède la propriété Q, si à tout 
sgstème B correspondent un nombre positif c = c (B) et un indice No indépendant de N 
tels que 

J!)!'L~, __ ·?l =- c (B), si N ~ No. . (6) 
IT (/1,. -- av ) 

11=1 

NOlls dirolls que 5 possède la propdété Q*, si en outre il est possible de choisir Ie 
nombre c iTldépel1dant du système B. 

5i 1111 sgstème 5 formé pal' une suite seule po~sède la propriété Q (la propriété Q*) 
nOlls dirons que cette suite elle-même possèdc la propriété Q (Ia pl'opriété Q*). 

Conclusions évidentes. 1. Si une suite possède Ia propriété 'P (la propriété 'P*) die 

possède la propriêté Q (la propriété Q*). 
2. Si toute suite d'un système 5 possède la propriété 'P (la propriété 'P*) Ie système 

5 possède la propriété Q (Ia propriété Q"). 
3. Si à un système 5 posséclant la propriété Q (la propriété Q*) on ajoute une suite 

possédant la propriété 'P (la propriété 'P*), Ie nouveau système 5' possède la propriété Q 
(la propriété Q*). 

3) J. F. KOKSMA, Niet-lineaire simultane approximaties. Handelingen 28ste N~. Nat. 

Gen. Congres, p. 95--96 (1941). 

12* 
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4. Si les IJ suites d'un système S sont identiques deux à deux, et possèdent la propriété 
Q (Ia propriété Q*), la généralisation de HÖLDER de l'inégalité de CAUCHy-RIEMANN_ 
SCHW ARZ 4) nous apprend que Ie système S possède la própriété Q (Ia propriété Q *) sous la 

condition supplémentaire qu'on se restreigne aux systèmes B avec a" = al' (3" = IJ!. 

Exemples. A, Il est clair que la suite {(I), {(2)" .. possède la propriété 9*, si 

8: {(x) = dX
, oû d désigne un nombre naturel :=> 2, indépendant de x (on peut prendl'e 

d-I 
pour C toute constante positive < ";i-)' 
ou b, {(x) = x !, (dans les cas b, c et d on peut prendre pour C toute constante positive < 1), 

ou c. {(x) = p (x) = Ie x-ième nombre premier, 
ou d. {(x) = p (I) p (2) , , . p (x), 

B. Plus génél'alement, je vais dém9ntrer que toute suite qui possède la propriété 

X~l {(z) 
Lirn sap 2-' ---- < 1 

X""" 00 Zeel {(X) 
(7) 

possède la propriété 9*, En effet, on a 
x-I 

A (x, (1, (3)?::: [((3-u) {(x)] - 2.' [((3--u) d (z, x)] -(x-I) 
z=l 

:> ,~ ( X;l ((Z)) x Î 
=((3--a){(x)? 1- Z~l t(x) -((1-~)f(:x:)~' 

x 
d'oû suit l'assertion pareeque (7) entraîne IT;;)""" 0 si x""" 00. 

Application. Toute suite qui possède la propriété 

!' désignant un nombre > 2 indépendant de x, et Xo désignant un indice eonve

nablement ehoisi, possède la propriété 9*. En effet, on voit immédiatement que J'inégalité 

(7) est remplie. 
C. On peut démontrer que la suite 1. 2, 3, .. , de tous les nombres natureIs (done 

((x) = x) possède la propriété Q* et aussi que pour tout système d'exposants natul'els 
111 1, m2' ... ,mn Ie système des IJ suites définies par {" (x) = xnl" (1' = 1. 2, ' . , , 11) possède 

la propriété Q*, Comme dans la première eommunication je ne ferai pas usage de eette 
assertion, je n'en donne pas une démonstration iei. 

Remarquons finalement que d'après la eonclusion 3 ehaque système S, formé par IJ 

suites nommées dans les exemples A. B, C possédera la propriété Q*, D'ailleurs ehaeune 
de ces suites y peut eonfigurer autant de fois qu'on Ie veut, 

IV. Formulons maintenant les Théorèmes 3 et 4, 

Théorème 3. Soit n Uil lIombre lIatm'el et (u", (x) pour l' = 1. 2, . , . ,11 llne {olletiol! 

positive nOIl-croissante dl! nombre nattll'el x, lelie que la série (3) diverge et sacis{aisant à 

11 

CV" (x) -==: ~ (J! = 1. 2, ... , n) (x== 1); x JT 10" (x) -+ 0, si x-+ 00. (8) 
t'== 1 

Soit S [111 système de 11 suites cmissalltes de nombres natm'els (,. (I), {" (2). ' ,. possédant 

la propriété Q. Alors l'ensemble des points (UI' O2, ••• ,On) de l'espace Ril pour lesquels 

Ie système des inégalités (4) admet tlne inflnité de soltltions entiéres x ~ 1. Y!' Y2' ... , Yil 

I1 suffit de pl'endre Ie cas special 

N 
=== N"-'1 '\' cll 
- ..:.. oc 

x"'! 
(N?::: 1, n ~-= 1. Cl' .•• , cN :> 0). 
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est épais partout, c'est à dire: posséde par /'apport à chaque pa/'al/élépipède 
0.,. < tl" < (i" (1' = 1. 2, ... , nl Ilnc densité positive all sens de LEBESGUE 5). 

Théorème 4. Soit n UTl tlornbre naturel et 0)", (x) pout' ») = 1. 2, ' , . ,n ulle [onction 

positive non-croissante dil 110mbre naturel x, telle que la sél'ie (3) diverge et satis{aislITlt 
à (8), Soit fInalement S UTl systéme de Tl suites cmissantes de nombres naturels 
{" (I), {v (2), ... , possédant Za propl'iété Q* et tel que 

d" (z, x)""" 00, si z""" 00, uni{ormément ell x> z, (1' = 1, 2, . ' .. , 11), 

Alors pour presqtle tous les points (01' O2, ••• , 0) de l'espace Ril Ze systérne des inégalités 

(4) a ane inflnité de solutions entières x;::;O; 1. Yl' Y2' ... 'Yll' 

Remarque. Il saute aux yeux qu'en général les relations (8) ne donnent aucune 
difficulté dans les applieations, cal' les assertions des théorèmes 3 et 4 ayant été démontrés 
dans Ie cas (8), restent justes, si l' on y remplaee les fonetions ()", (x) par des fonctions 

ayant des valeurs supérieures, 

§ 2. Lemmes. 

Remarques préliminaires. 1. Si S désigne un système de 11 suites croissantes de 

nombres natm'els {v (1), {J' (2), ' . , ,nous indiquerons par {vi, (x+ i) et {,~i (x -f- k) les quotients 

[" (x i) 
a;. (x -ri, x-+ h:j et 

Olz d" (x + i, x + Ic) désigne Ie plus grand diviseur commun des nombres {" (x i) et 

{" (x + kj, comme il a été con ven u dans § 1. III (les eonventions du § 1. JII restent 

valables pendant toute la durée de la démonstration et done aussi dans les lemmes 1, 2, 3). 

2, Sans nuire à la généralité on peut se restreindre aux points (01' O2, • , , ,Oll) du eube 

0< u" <] (1' = 1. 2, . , , , n), 

Lemme 1. Soit SUil systéme de n stlites croissantes de nornbres naturels {" (I), {" (2). .. " B 
un systéme de 2n Tlombres av' (3" tels qlle O;S; a" < (1,,::S; L 0)" (x) unc {onction flon-

cmissante et positive de x = 1. 2, . , . et p~) r r 
11 2"'" Tl 

(0 -==: Cv < [" (x) (J! = 1, 2, .. " n); X'-'---= 1, 2, ... ) 

Ie parallélépipéde à n d;rnensions 

U,,----- -- <, -
I

C" I W v (x) 
[" (x) [" (x) 

(1' = 1, 2, ... , n). 

Alors parmi les parallélépipédes p(,x+rk) /' (x, k ::> I étant sllpposés fIxes) il IJ a 
I 11 2,···, Tl • 

4" IJ ((3,.-(1,.) 11 [" (x + k) 1) IJ 1 + ---:;~ ., .-----.-- IJ w" (x + i) 
[

" Il /(--1 Il ( 1 ) 11 -1 
1'=1 ,'=1 ;=0 ,'=1 (pv--o.,,)d~(x l,x-j-k) "~"1 

au pltls 'lui pour atl moins Uil des parallélépipédes p(X+i) (0 < i < Ic) possédcnt les 
SI' S", .. , SIl = 

pl'opriétés suivantes: 

et 

p(x+k) et p(X+i) ont des points communs; 
r J , r'2.J"'J 1'/1 sJI,s'2.J ••• ,sn 

SI' ["r; (x k) - C,. n( (x i) =je ° 
u" t;, (x + k) < l'" < p" [" (x + k) 

(J! = 1, 2, ... , n); 

(1' = 1, 2, ... , n). 

Dans ce mémoire (til, [12, .. " Uil) désignera Ie point variabie de j' espace RTl' 

(10) 

(11) 

(9) 
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Démonstration. Si les pal'allélépipèdes p(x+!'1 et p(x+k) ont des points com-
I IJ ''21'' .,r ll S[IS']", "sn 

muns, on a nécessairement 

(v = 1. 2, ' . , , n), 

c'est à di re 

Is" f,. (x +- k)- r,. f,. (x +- i) I < 2 w" (x +- i) f" (x +- k) (JJ= 1,2"." n), 
et donc: 

I s"f,~ (x+-Ic) -r,·f,·k (x+- i)1 < 2w"(x+-i)f,,, (x-He) (v= 1,2, .. " nl· (12) 

Or. si en outre les IJ inégalités (10) sont valables, il y a un syRtème de IJ nombl'Cs 
entiers K,., tel que 

1 :: I K,·I -=: 2 w,. (x + i) f,i (x +- k) 

Sy f,:j (x +- k) -- t',. {,~( (x +- i) = Kv 

(Jl == 1. 2, ... , n), 

(v = 1, 2, ... , nl. 

(13) 

(11) 

Les nombres x, k, i, j', Kp çtant supposés fixes, toutes les solutions entières X, Y de 

I'équation diophantique X f,:i(x +- Ic) --- Y [,:Î( (x + i) = K,. (15) 

s' expriment par les formules 

X=K"Xo+hr,;rk(x+i), Y==K,. Yo+-hf,~i(x+k) (h=O,±1.±2,.,,), 

ou Xc' Yo désigne une solution entière quelconque de l'équation 

x f,~ (x + k) - Y r,;r" (x i) = 1. 

Ainsi, à cause de la relation 
dl' (x i, x Ic) = /:(.:t'j':~) , 

I,., (x+- k) 

Ie nombre des solutions entières X, Y de (15) satisfaisant à la fois à la relation 

sera au plus 

a,. f,. (x +- Ic) < Y < (3,. {,. (x +- Ic) 

[ (fJ. -- a,,) dl' (x + i, x +- k)] + 1. 

(16) 

Alors, si K. parcourt les valeurs entières dorinées par (13), Ie nombre total des solutions 

entières X. Y de (IS) et (16) sera au plus 

4w,. (x +- i)'f,.' (x + Ic) !(fi,,-a,.) d,. (x +- i, x +- Ic) + 11 = 

= 4 (1 +- (fi,.~':'-~,~)d;.-(k+ i, x Ic)) (fJ,. -- a,.) W,. (x + i) f,. (x Ic). 

De cela il découle que Ie nombre total des p(,: +r k) ,. satisfaisant pour au moins un 
11 ~, ••• , IZ 

des P~~ ~2:)"" SIl (O;;? i < k) aux inégalités (f2), (10) et (11) est au plus égal à (9), c'q.f.d. 

Lemme 2. SoieIJt les systèmes S et B. les fOIJctiolJS 0),. (x) et les parallé/épipèdes 

pl~; r" ... , ril dé{inis comme dans Ie lemme 1 et soit en outre w,. (x) :S~, Ex (B) désigne 

la somme de tous ces P(x) (x étant supposé (ixe) dont Ie centre est sitllé dans Ie 
1'11

'

\1.1" °l ril 

PEirallélépipède a,. < U,. < (3,. (1'= 1. 2,.,., nl. 
Ellfin Fx, k (B) (k? 0) désignc ['ensemble de ceux des points de Ex+k (B) qui n'appar

tiellne/lt à aucltn des ensembles R, (B), EX+I (B)., .. , Ex+k" I (B) (Fx, 0 (B) = Ex (B)). 
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A/ors poltr toute pait'e de nombl'cs entiers x ~?2 1, k::c"': 0 la meSlll'C all sens de LEBESGUE 

de /'ensemble Fx,k(B) satisfait.à /'inégalité 
Tl 

1'--·1 
Tl j IJ A,. (x + k, a,., (3,.) 

In Fx,k (B) = 2
1Z f!1 W" (x + k) - -iJ f,.-(:~~;()-- .... 

\ '1'=1 

Tl ( 1) n ~ 1I 1 + ..... ..--'. . - 1I w,.(x+i} . 
,'~-=1 ((3,.-0".) d,. (x-b, x+-Ic) "=1 

Tl /(-1 

-- 4 1Z II ((3". - a,,) 1: 
)'=1 i=,O 

Démonstration. Toutes les solutions entières X, Y de l'équation 

X P'I (x + Ic) -- Y r.:: k (x i) = ° 
(x, k, i, j' étant supposés fixes) s'expriment par les formules 

X=h{v7k(x+-i), Y=hf,,~',(x+lc) (h=O,.:±::I,::l=2, ... ), 

c'est à dire que l'inegalité s,. f,;:dx Ic) - Cv f,~'k (x + i) -:f 0 . (17) 
est valable pour tout I'v qui n' est pas divisible par f;:, i (x-f-Ic). Ainsi, x, Ic, v étant supposés 

fixes, Ie nombre des 1',. de l'intervalle avf,. (x+ k) <'·"<fi,,.{v(x+ k) qui satisfont pour tout 

p(X + i) (0:;;:; i < Ic) à Iïnégalité (17), est au moins égal à A,. (x + k, a", /i,,). De là nons 
S!' S2" .• ,Sn 

tirons la conclusion que Ie nombre des p;', .. -I~~), .. ,r" satisfaisant pour tout P;:~;;.~~ .. S" 
(0:;::;; i < I,) aux Tl inégal1tés (10) et dont en outre Ie centre est situé dans Ie parallélépipède 

a,. < U,. < (3,. (1' = 1, 2, .. , , n) est au moins égal à 

11 

f[ A,. (x + k, a", {q, 
,,'-=-=1 

1 I b d P (Xl-k) . f ' t p(x+iJ 
D'après Ie lemme , e nom re es rt. r"" .. ril' satls alsant pour tou' s,.s.j" ... .. Sn aux 

n inégalités (10), n'ayant de points communs avec aucun des pl~;/~ .. 'Sn et dont Ie 

centre est situé dans Ie parallélépipède av < [I" < iJ,. (J' = 1, 2, ' , , ,n) est done au moins 

égal à 
Tl n 11 . k-I 11 ( ,l!I A "(x+k,fl,,,(3,,)-.-4/l}!1 (fJ,.--(1,.),,~ f,,(x+k),~~ ,.~ll 1 .-- .:-- II w" (x+i). 1 ) 11 

((3,,-a,.)d,,(x-b,x+lc) "==1 

Or, ceci pronve Ie lemme à cause de la définition de J'ensemble Fx, k (B), les Pj:~,;::') .. .ril 
n'ayant de points communs deux à deux et possédant tous Ie volume 

IZ 

2" 11 lO,. (x +- k) 
'1':::=1 

11 

II f" (x -I-- Ic) 
1'=1 

Lemme 3. Si les condWons dl! lemme 2 et (8) sont remplies et si en outt'e les 

inégalités (6) et 

ÏI (1 +_. ______ 1 ___ :___) :::"5:Q(B) (x===:xo;i=O,l, ... ,Ic-l;k::C·-1) (18) 
,'=1 ((3,,--a v) dv (X+z, x+-k) 

sont véri{iées, OÛ No, c (B), xo, n (B) désignent des nombres positifs ne dépendant que 

de la dé{inition des système$ S et B (et donc indépendant de N, x, k, i), a/ors à tout 

indice x;;:;;; 1 Uil tlombre natm'el K = K (x) corl'espond tel que 

K-;I__ (c (B))2 n , 
m .}, Ex+' (B) ::=:.. 12" -21;1) '('B") II (p ,,-a,.) , (19) 

1=0 • ~~ ,,=1 

Remarque. II est c1air que sans nuire à la généralité i! suffit de démontrer k19) sous 
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la con dit ion moins exigeante x 2': XO, ou Xo désigne un nombre positif dépendant de 
S, B, et du choix des w,. (x). Cal' alors Ie lemme est évident. 

Démonstration. Comme Fx,k (Bl C Ex+k (8), on a 

m (~~~ EX+i (B))-- m (~~~FX,k (B)) = k1~ m Fx,k (B), 

les ensembles Fx, k (B) n'ayant pas de points communs deux á deux. Je remarque que'il 

est possible de choisir Ie nombre X~;;:;;; xO' tel que 

11 C (B) cc=- ' 

'~!1 W,. (x) < 2.411. ä (B-) po UI' x=Xo, 

cal' d'après (8) Ie membre gauche tend vers zéro, si x ~ 00. De la divcrgence de la 
série (3) nous concluons qu'un nombre K = K (x) existe tel que 

[(-,In -= C (B) ~ 11 
k~O 1'l};1 W,. (x +- k) =~ 2.411. Q(B) <k~O fll w,. (x+- k) po UI' x=~X~. (20) 

Alors du lemme 2 et de (18) nous tirons l'inégalité 

D'après (5) on a j 

1.' 
x=1 

et done en ver tu de (20) 

11 

IJ 
,,~~1 

~~(x~/-jl') =j H(j, B) 
f,. (x) 

(j ~~ 1) 

[(--I [(-I 11 
l,'mFx,k(B):;;;211 ).' IJ w,.(x+-k)!(x+k)H(x k,B)--(x k-1)H(x-t,k-l,B)! \ 

k:=O k=o ",=1 

(C(B))2 ti , [(--1 ~' 11 11 I 
---ii') .- n (p,,-a,,)=--=2 11 ); (x+k)H(x+k,B) 1I w,,(x+k)- II (J),.(x+k+l) 

4.2 L (B) ,'=1 k=,O,,=1 ",=1 \ 

11 Il (21) + 21l 1(x-t-K--·l)H(x+-K---l) TI w,,(x+K)--(x-1)H(x-l,B) TIw,.(x)! 
v=l 1'=1 

(c (B))2 11 
-- ------ IJ ((3 -a ) 

4.2 11 Q(B) "=1 ,. ,.. 

Remarquons maintenant que d'après (6) et (5) 

11 
H (X Ic, B) == c (B) IJ (fi,.-a v). si x :>- No. 

,'=1 

o -== H (x, B) -= 1 
D'après (8) no us tirons de (23) 

(x==: 1). 

n n 
(x+K-l)H(x+K-1) 1I w,.(x+K)-(x-l)H(x-l.B) TI w,.(x).....,..O. 

1'=1 1'=1 

Alors il découle de (21) et (22) pour x;:=::: X~' (Xd'::> Max (Xd, No)) 

(22) 

(23) 

si X.....,.. 00. 

[(--I 11 [(-I ( 11 11 I 
~omFX,k(B)==:211c(BJ fll (fi,,-a")k~~ I '~I w,.(x+k)- fll w,,(x+k+1), (x+k) 

(c(B))2 11 _ 11 [(-I n . (c (B))2 11 

-- 3:2;'.l2(.8) ,!il ((3,.-(1,.) --- 211 
c (H) fll ((3,,-a,,) k~O /:1 W,. (x +- k) -:rZ'1 .-Q CB) ,!il ((3,,-a,.) + 

Tl n II 

+ 211 c (B) IJ ((3,. - a,.) ! (x - 1) 11 W,. (xl - (x + K) IJ w" (x + KJ I. 
'j.'=l 1'=1 ~'=1 
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C'est à dire qu'on a pour x;;;-; X o (Xo ~ X~') 

11 

g-:.,I _. 21l 
(c (H))2 "Ijl (fi,·-a,,) (c (B))2 11 

2. m Fx,i< (B) - 2 .4" . Q (B) - -- :3 -- 211 [T(-B·····)' 1I (fi"..:-a,.) 
k~,O • • - ,,=1 

à cause de (20) et de (8). Ça prouve Ie lemme. 

§ 3. Démonstratiol1 des Théorèmes 3 ct 4. 

Prenons un point quelcEmque A =(a 1, a2, ' • , ,all) du eube 

(v = 1. 2 ..... n) . 

ct un parallélépipède arbitraire a,. < 1/,. < (3" (v = 1, 2 ....• n) 

de cent re A et appartenant totalement au eube (24). 

(24) 

(25) 

Remarquons d'abord que sous les eonditions des théorèmes 3 et 4 on peut poser dans 

(18) en tout cas 

(31'~-~~) • 
cal' d,. (x i, x + k) désigne un nombre naturel. Sous les eonditions du théorème 4 on 

peut même poser Q (B) = 21l
• 

á eause de la condition d" (z, x) ~ 00 pour z ~ 00. 

Considérons pour x = 1, 2, . " les ensembles Ex (B) définis dans Ie lemme 2 et posons 

E; (B) = Ex (B) + EX+I (B) ~- ... (x:::::': 1). (26) 

Les eonditions du lemme 3 étant toutes remplies, (19) entraîne que la mesure de E; (B) 
est au moins égale à (C(B))2 11 

'1--2'-- . 211 -I) (··B·)- II ((3,. -- a,,) ; 
.. .;.... '/,::::::1 

(27) 

comme E~ (B) ::J E~+I (B) la mesure du produit E" (B) des ensembles E~ (B) est done 

aussi au moins égal à (27). À cause de la définition de Ex (B) nous concluons que la 

densité de E* (B) par rapport au parallélépipède (25) est supérieure à 

(c (B))2 
24 .2n:~[2 (8)' 

Remarquons maintenant que l'ensemble G des points (ijl' 02' ..• , Gn) de (24) admettant 

une infinité de solutions entièl'es x:?; 1, Yl' Yz' ... 'Yn de (4) eontient I'ensemble E" (8). 
Ainsi Ie théorème 3 est démontré. 

Démontrons maintenant Ie théorème 4. D'abord je fais remarquer que sous les conditions 

du théor~me 4 Ie nombre c ne dépend pas du système B. En outre nous posons 

Q (B) = 21l
• Alors la densité de l'ensemble G par rapport au parallélépipède (25) est 

supérieure à 

c2 
e'est à dire que la densité inférieure de G en A est supérieure à ---i,' Ie parallélépipède 

24.4 
(25) étant arbitraire. Comme A est un point arbitraire du cube (24), ça prouve Ie théorème 
d'après une proposition bieu connue de la théorie de la mesure. 


