Mathematics, — Die Begriindung der Trigonometrie in der hyperbolischen Ebene, (Erste
Mitteilung.) Von J. C. H. GERRETSEN. (Communicated by Prof, J. G. VAN DER
CORPUT.)

(Communicated at the meeting of March 28, 1942.)

Einleitung,

Von H. LIEBMANN 1)} ist der Versuch gemacht worden, die Trigonometrie in der hyper~
bolischen Ebene mittels der von D, HILBERT 2) entwickelten Endenrechnung zu begriinden.
‘Wenn man die Forderung aufrecht erhalten will, dasz keine Stetigkeitsannahmen gemacht
werden diirfen, musz dieser Versuch als miszlungen betrachtet werden. Denn an entschei~
dender Stelle werden Stetigkeitsaxiome.benutzt und es wird dabei nicht hervorgehoben
inwiefern sie vermieden werden kénnen. Auszerdem sind die Betrachtungen LIEBMANNs
wenig elegant, da fiir die Herleitung der Formeln der Lingenmessung eine ziemlich
verwickelte Hilfsfunktion eingefiihrt wird, deren geometrische Bedeutung nicht sofort
einleuchtet,

Die, Frage nach der Begriindung der bekannten trigonometrischen Formeln ist besonders

interessant imv Lichte einer Aeuszerung von FR. SCHUR 3):
Es scheint mir daher nicht ganz verstidndlich, welche Ableitung Herr Hilbert
im Auge hat, wenn er am Schlusse seiner Abhandlung sagt: ,,Auch sind dann die bekannten
Formeln dér Bolyai-Lobatschewskijschen Geometrie ohne Schwierigkeit ableitbar”, Denn
alle mir sonst bekannten Formeln der nicht-Euklidischen Geometrie — und nur diese
kénnen doch gemeint sein — und auch ihre ' Ableitungen enthalten die Exponentialfunktion,
konnen also bei Vermeidung eines Stetigkeitsaxioms nicht in Betracht kommen'.

Ich mbéchte zeigen, dasz dieser Skeptizismus unberechtigt ist, Tatsdchlich kann - der
ganze Formelapparat der hyperbolischen Trigonometrie aufgebaut werden, wobei nur die
in der HILBERTschen Abhandlung aufgezihlten Axiome benutzt werden. Die Axiome der
ersten drei Gruppen werden wir als die Axiome der absoluten ebenen Geometrie bezeich-
nen, wéhrend das Axiom der vierten Gruppe das HILBERTsche Parallelenaxiom heiszen
moge.

Ich setze im Folgenden die Bekanntschaft mit den wichtigsten S&tzen der elementaren
hyperbolischen Geometrie voraus; man kann sie in der HILBERTschen Abhandlung .nach-
lesen. Aber die Endenrechnung werde ich zum besseren Versténdnis der sich darauf
stiitzenden Betrachtunigen aufs neue herleiten in einer Weise, welche einigermaszen von
der von HILBERT gegebenen abweicht. Darauf werde ich die Bewegungen der hyper-
bolischen Ebene betrachten, womit die Grundlage fiir die Erklarung der hyperbolischen
und trigonometrischen Funktionen geschaffen wird. In einfachster Weise werde ich weiter
die beriihmte LOBATSCHEWSKIJsche Formel hinsichtlich des Parallelwinkels herleiten.

Eigentlich wire damit das Ziel erreicht, denn schon LOBATSCHEWSKI]4) hat ein
Verfahren angegeben, womit samtliche Formeln des rechtwinkligen Dreiecks gefunden

1y H. LIEBMANN, Ueber die Begriindung der hyperbolischen Geometrie, Math. Ann.
59, 110—128 (1904).

2) D, HILBERT, Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschewskijschen Geometrie, Math,
Ann. 57, 137—150 (1903). Wieder abgedruckt in: Grundlagen der Geometrie, 7 Aufl.
(Leipzig und Berlin 1930), Anhang IIL

8) PR, SCHUR, Zur Bolyai-Lobatschewskijschen Geometrie, Math. Ann. 59, 314—320
(1904).

4) N. I. LOBATSCHEWSK!], Zwei geometrische Abhandlungen. Uebersetzt und mit
Anmerkungen versehen von F. ENGEL (Leipzig 1899), S. 20
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werden konnen; dieses Verfahren ist in mehr oder wenig abgeinderter Form in der
Literatur mehrmals benutzt worden8). Ich werde aber diese Formeln unmittelbar mit
Benutzung der Endenrechnung herleiten.

Nebenbei kann noch eine interessante Frage beantwortet werden. Schon FR. SCHUR 6)
hat bemerkt, dasz das HILBERTsche Parallelenaxiom ein besonderes Axiom iiber das
Schneiden eines Kreises mit einer Geraden, die einen Punkt innerhalb des Kreises
enthalt, entbehrlich macht. Dieser Satz hingt aufs engste mit der Parallelenkonstruktion
zusammen. Man hat die Vermutung ausgesprochen 7), dasz ein etwaiges Vorhandensein
der Schnittpunkte zweier Kreise nicht ohne das Axiom der Stetigkeit oder das ihm
gleichwertige Archimedische Axiom, zu dem auszerdem das HILBERTsche Vollstindig-
keitsaxiom hinzutreten musz, beweisbar ist. Ich werde aber zeigen, dasz diese Ver-
mutung falsch ist, indem ich mit Hilfe der Trigonometrie eineg ganz einfachen Beweis
dieses Satzes gebe. Der erstgenannte Satz laszt sich auch sehr einfach trigonometrisch
beweisen.

§ 1. Die Endenrechnung.

‘Wenn die Halbgeraden AA’ und BB’ nicht zu einer einzigen Geraden gehoren, mége
die erste zu der zweiten parallel genannt werden, wenn die Halbgeraden keinen Punkt
gemeinsam haben und jede von A ausgehende innerhalb des Winkels A’AB liegende
Halbgerade die Halbgerade BB’ trifft. Wenn die Halbgeraden AA’ und BB’ jedoch zu
einer einzigen Geraden gehdren, mdgen sie untereinander parallel genannt werden, wenn
die Punkte von einer der Halbgeraden samtlich zu der anderen Halbgeraden gehoren.

Unter alleiniger Benutzung der Axiome der absoluten ebenen Geometrie kann man
zeigen: ‘

I. Mit der Halbgeraden AA' ist auch jede Halbgerade, welche zu der Geraden AA’
gehéet und mit der ersten Halbgeraden parallel ist, parallel zu der Halbgeraden BB’
{Erhaltung des Parallelismus langs einer Geraden).

2. Wenn die Halbgerade AA’ zu der Halbgeraden BB’ parallel ist, so ist auch diese
zu jener parallel (Gegenseitigkeit des Parallelismus),

3. Wenn die Halbgeraden AA’ und BB' zu der Halbgeraden CC' parallel sind, so
sind AA’ und BB' untereinander parallel (Fortpflanzung des Parallelismus).

Von allen Halbgeraden, die zu einander parallel sind, sagt man, dasz sie dasselbe
Ende bestimmen; durch nicht-parallele Halbgeraden werdén verschiedene Enden be-
stimmt.

Wir werden sagen, dasz die Gerade g ,.durch” das Ende « ,,geht”, oder dasz o ,,auf”
g nliegt”, oder dasz g das Ende a mit einem Punkt oder mit einem anderen Fnde
»verbindet”, wenn eine Halbgerade zu g gehért, die das Fnde o bestimmt. Ist A ein
Punkt auf der Geraden g, dann werden wir diese Gerade mit (A o) bezeichnen. Offen~
bar liegen auf einer Geraden immer zwei Enden.

Das Parallelenaxiom von HILBERT besagt im wesentlichen folgendes:

4. Jedes Ende kann mit einem Punkt durch eine und nur eine Gerade verbunden
werden. Durch zwei Enden geht hdchstens eine Gerade,

Wenn man das Parallelenaxiom zu den Axiomen der absoluten Geometrie hinzunimmt,
kann man beweisen:

5. Durch irgend zwei Enden geht immer eine Gerade.

~

5) H. LIEBMANN, Elementargeometrischer Beweis der Parallelenkonstruktion und
neue Begriindung der trigonometrischen Formeln der hyperbolischen Geometrie, Math.
Ann. 61, 185—199 (1905). )

R. BONOLA, Sulla teoria delle parallele e sulle geometrie non-euclidee, Questioni
riguardanti le matematiche elementari, Iz, 3a Ed. (Bologna 1925), § 36.

%) a.a.0. S. 319, :

") M. SimON, K. FLADT, Nichteuklidische Geometrie (Leipzig und Berlin 1925},

S. 54,
@



362

Die durch die Enden o und § gehende Gerade wird mit (e, §) bezeichnet,

Aus vorigem Satz in Verbindung mit dem Parallelenaxiom' geht leicht hervor:

6. Wenn irgend eine Gerade g und ein Ende o, das nicht auf der Geraden -liegt,
vorgelegt sind, dann gibt es eine und nur eine Gerade durch «, die auf der Geraden g
senkrecht steht, : . . Co

Denn ‘die Gerade, welche .c. mit dem Spiegelbild ¢ von ¢ inbezug auf die Gerade g
verbindet, steht auf g senkrecht. Es gibt durch @ kein zweites Lot auf g, denn dieses
‘miiszte auch -durch o’ gehen.

Wir werden sehr oft mit Bewegungen zu tun haben. Unter einer Bewegung werde
-eine Transformation der Ebene in sich verstanden, wobei irgend einem Dreieck ein
damit kongruentes Dreieck zugeordnet wird,. Wenn B; und B, zwei Bewegungen sind,
so ist die Transformation, welche entsteht, wenn man zuerst ®B; und dann B, ausiibt,
ebenfalls eine Bewegung. Sie heiszt das Produkt der Bewegungen By und By und wird
mit B, B bezeichnet; dabei hat man auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten.

Wegen (838, By=B;3 (ByB)), sind Klammern bei der Produktbildung von mehr als .

zwei Faktoren iiberfliissig.

Beéi einer Spiegelung an einer Geraden wird irgend einem Punkt P der mit ihm inbezug
auf die Gerade symmetrisch gelegene Punkt P’ zugeordnet. Dabei bleiben die Punkte
der Geraden ungeéndert. Eine Spiegelung ist eine Bewegung, wie aus den Kongruenz-
satzen leicht hervorgeht. Auszerdem erkennen wir:

7. Eine Spiegelung ist eine involutorische Transformation; d.h. das Produkt zweier
‘Spiegelungen an der némlichen Geraden ist eine Transformation, welche jedem Punkt
sich selbst zuordnet.

Man sieht ohne Miihe ein, dasz durch eine Bewegung eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung der Enden untereinander hervorgerufen wird.

Den weiteren 'Betrachtungen legen wir zunichst folgenden Satz zugrunde:

8. Wenn a, b und c drei Geraden sind, welche durch das namliche Ende « gehen
~und die Spiegelungen an diesen Geraden bezw. mit G, @ und &, bezeichnet werden,
so gibt es stets eine eindeutig bestimmte Gerade d durch dasselbe Ende w, so dasz das
Produkt der Spiegelungen an den Geraden a, b und c der Spiegelung G ; an der ge-
raden d gleichkommt.

" In einer Formel ausgedriickt:

6()@1] @a:@d. ee e e e e (1,1)

Den Beweis lese man bei HILBERT nach,

Wir fiigen noch hinzu:

9. Wenn die Geraden a, b und ¢ den im vorigen Satz genannten Voraussetzungen
geniigen, dann kommt das Produkt der Spiegelungen an den Geraden a, b und c dem

Produkt der Spiegelungen an den Geraden c, b und a gleich.
Also:

@c@b@a:@a@bgo e e e . . (1,2)

Die Richtigkeit dieser Behauptung erhellt sofort aus der Tatsache, dasz eine Spiege~
lung eine involutorische Transformation ist.

Fiir eine spitere Anwendung erwidhnen wir folgenden, iibrigens von HILBERT nicht
genannten Satz: '

10. Wenn a, b und c¢ drei Geraden sind, welche auf der namlichen Geraden g
senkrecht stehen und die Spiegelungen an jenen Geraden bezw. mit B, B, und B,
bezeichnet werden, so gibt es stets eine eindeutig bestimmte Gerade d, senkrecht auf
derselben -Geraden g, so dasz das Produkt der Spiegelungen an den Geraden a, b
und ¢ der SpiegelungP; an der Geraden d gleichkommt.

In der Formel:

%c%b%a:%d.. e e e e e (1,3)
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Der Beweis dieses Satzes sieht dem Beweis des Satzes 8 ganz &hnlich.

Dieser Satz kann wieder erganzt werden mit:

11. Wenn die Geraden a, b und c den im vorigen Satz genannfen Voraussetzungen
geniigen, dann kommt das Produkt der Spiegelungen an den Geraden a, b und ¢ dem
Produkt der Spiegelungen an den Geraden ¢, b und a gleich.

Also: :

BB Vo=V BB . . . . . . . (1,4

Wir wollen nun Verkniipfungen der Enden erkliren und die Rechnungsregeln her-
leiten.

a. Die Addition der Enden. Es werde eine bestimmte Gerade angenom-
men und deren Enden mit O und oo bezeichnet. Die Menge der von oo verschiedenen
Enden werde §) genannt. Die Spiegelung an der Geraden (&, o), wobei & irgend ein
Element von § ist, liszt die Enden & und oo ungeéndert; wir werden diese Spiegelung
mit &, bezeichnen. :

Fs seien ¢ und f irgend zwei Elemente von U). Auf Grund des Satzes 8 gibt es
eine eindeutig bestimmte Gerade (0, oo) derart, dasz fiir die Spiegelung &, an dieser
Geraden die Beziehung

®=8:8Ce. . . . . . . . (15

erfiillt ist. Das Element ¢ heiszt die Summe ¢ - § der Enden o und f.
12.  Es gilt das kommutative Gesetz:

a+pf=pf+a . . . . . . . . (1,6
Denn wegen der Formeln (1,5} und (1,2) haben wir
@a—{—ﬁ’ = @f} @0 gq = @u @0 @/S juen @ﬁ+a.
13. Es gilt das assoziative Gesetz:

at@Ay=+pH+r. . . . . . . (L7

Denn wir haben: )
ot @en=Gpr S @u‘: G, 8 €5 S G
— @,/ @0 @M—,‘i - @(a+ﬁ) oy
14. Es gibf in § ein neutrales Element, die Null: k
at+0=a . . . . . . . . (L8

fiir jedes Element o von ).
Denn:

@a+0 == @0 @0 @a == @ex-

Das Spiegelbild des Endes « inbezug auf die Gerade (0, oo) wird mit —o bezeichnet
und heiszt das Entgegengesetzie von o. Offenbar ist ~(—a) = «. )
15. Die Summe irgend eines Elements vonl) und seines Entgegengesefzten ist Null:

at{—a)=0, . . . . . . . . (L9
fiir jedes o von . :
Denn, man priift leicht nach, dasz die Spiegelung ®a+(—u):@~—m60@a die Enden
@ und —a mit einander vertauscht und also die Spiegelung & sein musz.
Die gefundenen Ergebnisse kénnen folgendermaszen zusammengefaszt werden:

16.  Die Elemente von §) bilden gegeniiber der Addition eine Abelsche Gruppe.
Daraus folgt:

n
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17. Sind « und f irgend zwei Elemente aus {), so gibt es immer ein eindeutiy be
stimmtes Element & aus V), das der Gleichung

ft+é=a . . . . . . . L (1,10
gentigt. '
Die Losung wird mit o—f bezeichnet und ist gleich «-}(-f); insbesondere ist
0—pf = —f. Wir nennen «—f die Differenz der Enden « und .
Fir die spateren Entwicklungen ist folgender Satz von hervorragender Bedeutung:
18. Ist o ein Element vonY), so wird durch die Bewegung G & (dem willkiirlichen

Ende & das Ende & vermége:
E=—&42a . . ., . ... (1, 11)

zugeordnet.

Selbstverstandlich wird unter 2¢ die Summe o -« verstanden. Es sei nun & ein
Element von 0 und & das aus —£ durch Spiegelung an der Geraden (&, o) hervor-
gehende Ende. Die Transformation ©,&8,8,8, = @, ,, ist einerseits eine Spiegelung
an der Geraden (& -2« oo), laszt aber anderseits die durch die Bewegung ©,8, aus
der Geraden (&, o) hervorgehende Gerade (£, oo ) ungeéindert. Also musz & = & - 20
sein. Der Satz gilt auch fiir & == oo, wenn man wie {iiblich

W-a=me0 . . . . oL ... {1,12)
setzt.

b. Die Multiplikation der Enden, Auf der Geraden (0, ) wihlen
wir einen -Punkt O und errichten in O das Lot; die Enden dieses Lotes mdgen mit
1 und —1 bezeichnet werden. Ein Ende werde posifiv genannt, wenn es auf derselben
Seite der Geraden (0, o) liegt wie das Fnde 1; ein Ende werde negativ genannt, wenn
es auf derselben Seite der Geraden (0, oo) liegt wie das Ende ——1. Wie wir schon
gesehen haben, (Satz 6) gibt es durch irgend ein von Null verschiedenes Ende §
aus [) eine Senkrechte auf der Geraden (0, o); das andere Ende dieser Senkrechten
ist dann —£. Die Spiegelung an der Geraden (-, §) werden wir ‘B, nennen; offenbar
kommen ‘B und 3B_, auf dasselbe hinaus.

Fiir die Enden von §) kdnnen wir folgendetmaszen eine zweite Verkniipfung erkldren.
Es seien ¢ und f irgend zwei von Null verschiedene Elemente von §. Auf Grund des
Satzes 10 gibt es eine eindeutig bestimmte Gerade (s, —n) derart, dasz fiir die Spiegelung
3, an dieser Geraden die Beziehung
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B =Pa Py Poe, . . .+ . . . (L 13)
erfiillt ist. Wir werden das positive bezw. das negative Ende der Geraden (m, =)
das Produkt o f der Enden a und § nennen, je nachdem die Enden o und f entweder
beide positiv bezw. beide negativ, oder eines positiv und das andere negativ ist. Wir
erganzen diese Definition mit der Festsetzung:

; a.0=0.a=0 . . . . . . . (1,19
fiir jedes Element a von §.
19. Es gilt das kommufative Gesetz:

af=fa . . . . . . . . (1,15

Fir von Null verschiedene FElemente beweist man die Behauptung wie Satz 12.
Natiirlich musz man jetzt auch noch auf die Vorzeichen achten.
20. Es gilt das assoziative Gesetz:

alBy)=(ap)y. . . . . . . . (1,16)

Fiir von Null verschiedene Elemente wie Satz 13,
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21, Es gibt ein ncutrales Element, die Eins:

al=a. . . . . . . . . (L1

fiir jedes Element a von ),

Fir von Null verschiedene Elemente wie Satz 14,

Das Spiegelbild eines von Null verschiedenen Endes « inbezug auf die Gerade
(—1, 1) wird mit a~1 bezeichnet und heiszt das Umgekehrte von a. Offenbar ist
i)t =

22. Das Produkt irgend eines von Null verschiedenen Elements von 1) und seines
Umgekehrten ist eins:

acat=1 . . . . . . . . (1,18

fiir jedes o = 0 von .

Dieser Satz wird wie Satz 15 bewiesen.

Wir kénnen die erhaltenen Frgebnisse folgendermaszen zusammenfassen:

23, Die von Null verschiedenen Elemente von ) bilden gegeniiber der Multiplikation
eine Abelsche Gruppe.

Daraus geht hervor:

24, Ist a irgend ein Element von § und p irgend ein von Null verschiedenes
Element von ), dann gibt es stets ein eindeutig ‘bestimmtes Element & von ), das der

Gleichung
Bé¢=a . . . . . . . . . (1,19
geniigt.

Die Losung wird mit & bezeichnet und ist gleich «f~1; insbesondere ist 4/,1}:[#41,
Wir nennen - den Quotienten von « und f. '

3
Aehnlich wie Satz 18 lautet der Satz:
25. Ist o ein von Null verschiedenes Element von 1), so wird durch die Bewegung

B, S, dem willkiirlichen Ende & das Ende & vermége:
E=fa . . . . . . ... (1,20

zugeordnet.
‘Wie iiblich wird unter 2 das Produkt ¢ ¢ verstanden. Der Satz gilt auch fiirt & = ¢p,
wenn man

.= ., . . . . . . . (1,21

fiir jedes « £ O setzt. Im iibrigen wird der Satz wie Satz 18 bewiesen.

Wir wollen vom letztgenannten Satz sofort eine Anwendung geben. Es sei o irgend
ein positives Element von 0). Der Schnittpunkt der Geraden (-, ¢) mit der Geraden
(0, o0) sei A, und M bezeichne die Mitte der Strecke OA, wenn O und A verschieden
sind, wihrend M mit O zusammenfillt, wenn M und O denselben Punkt darstellen. Wir
errichten in M das Lot auf der Geraden (0, op) und bezeichnen dessen Enden mit w
und —w, wobei w als positiv vorausgesetzt wird. Die Bewegung B, 3, fithrt offenbar
das Ende 1 in das Ende « iiber. Aus (1.20) folgt daher:

a=w? . . . . 0 . .. (1,22

Man zeigt leicht, dasz es nur ein positives Element o geben kann, dessen Quadrat
gleich a ist. Damit haben wir gefunden:

26. Ist o ein positives Element von 1), dann gibt es stets ein eindeutig bestimmtes
positives Element w, dessen Quadrat gleich a ist.

Wir schreiben a):i/& und kénnen l/& die Quadratwurzel von ¢ nennen, Es liegt

auf der Hand, diese Definition mit der Festsetzung §'0 == 0 zu ergénzen. @
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Wir sind jetzt imstande den Beweis des folgenden Satzes zu geben:
27. Die Multiplikation ist distributiv. inbezug auf die Addition:

aBty=aptar. . ... . (123

Dem Beweis dieser Behauptung schicken wir folgende Bemerkung voraus. Es se B

irgend eine Bewegung und & eine Spiegelung inbezug auf die Gerade ¢. Dann isi
BESB~1 die Spiegelung inbezug auf die Gerade, welche durch die Bewegung Baus der
Geraden g hervorgeht. Dabei ist 8—1! wie iblich die inverse Bewegung von &,

Es sei nun « ein positives Element aus 0, und f und y irgend zwei Elemente aus b.
Da die Bewegungen By ~;~B; und B;*By - einander invers sind, gilt offenbar auf Grund
der soeben gemachten Bemerkung:

%l/& B, & P, %VU:@a” e . (1,29
Wenden wir nun die Formel (1,24) an auf die Beziehung:

@ﬂﬂl-y - @7 60 @/3

dann finden wir:

Cuiptn = Py o Br Sevy By By ,

=P B S B B By P So BBy By LB S BB
— @ay @‘o @a,a == @a/? oy

Damit ist die Richtigkeit des Satzes fiir ein positives Element « erwiesen, Fiir o —0
ist die Behauptung trivial und fiir ein negatives Element o sieht man die Richtigkeit
des Satzes ohne Miihe durch formelles Rechnen ein.

Wir kénnen folgendermaszen zusammenfassen:

28. Die Elemente von [y bilden gegeniiber den oben erklirten Verkniipfungen einen
Korper. ‘

Denn fiir § sind ja die Korperpostulate erfiillt.

Wegen des Sdtzes 26 gilt:

29. Im Kérper §) ist jede quadratische Gleichung mit nicht-negativer Diskriminante
I5sbar.

Weiter haben wir:

30. Der Kérper ) ist angeordnet.

Fiir die Elemente von § ist namlich die Eigenschaft, positiv zu sein, definiert und fiir
jedes Element o von § gilt genau eine der Aussagen: « ist positiv, « ist Null, —a ist
positiv. Dabei kommt es auf dasselbe hinaus, wenn man sagt: « ist positiv, oder —a ist
negativ, Weiter sind mit o und f auch o+ g und o § positiv. Fiir das Produkt leuchtet
dies sofort ein auf Grund der Definition der Multiplikation. Fiir die Summe kann man
die. Richtigkeit der Behauptung folgendermaszen einsehen. Es sei P irgend ein Punkt
auf der Geraden (0, o) und A bezw. B das Bild dieses Punktes bei der Bewegung
S, bezw S;. Die Bewegung 88,8, fiihrt offenbar A in B iiber und folglich liegen
A und' B symmetrisch inbézug auf die Gerade (¢~ f, o). Das bedeutet aber, dasz
diese Gerade ebenso wie die Punkte A und B auf derselben Seite der Geraden (0, o0)
liegen wie das Ende 1, und das wollten wir zeigen. Damit ist aber auch der Beweis
des Satzes schon erbracht.

Wir kénnen nun in bekannter Weise die Beziehungen ,grészer als” und ,kleiner als”
einfiihren und dafir die iiblichen Eigenschaften herleiten.

Zum Schlusz bemerken wir noch, dasz auch das Ende ¢ in die Rechnungen hinein~
gezogen werden kann, wenn man die tiblichen Verabredungen trifft.

(To be continued.)

Mathematics. — On the - affirmative contenft of PBANO's theorem on differential
equations. By D. VAN DANTZIG, (Communicated by Prof. ]J. A, SCHOUTEN.)

(Communicated at the meeting of March 28, 1942,)

1. An example. — The right member of the differential equation

(j;; =3 u(x)i, #{x) = Max (x, 0),

is defined !} and continuous for every real x. The solution passing through =20, x=a,
a being a given real number, is

x = Max ((¢ -+ a¥)?, 0) ifa>0,
x=Max((t—0b)>*0) ifa=0 (b=0 arbitrary),
x=a if a < 0.

If, however, neither a >0, nor a == 0. nor a< 0 can be ascertained?), and if ¢ is any
positive number, then the value of x can not be localised closelier than within.an
interval containing ¢0,¢), In particular an arbifrary close approximation of x is not
possible for any ¢ > 0.

PEANO's famous theorem3) states the existence of at least one solution, passing through
a given point (£, xg,), of the differential equations dux;/df = f, (¢, x,), provided f; (¢, x,) is
continuous in a neighbourhood of {¢, xy,). Its demonstration 3a) uses a repeated application
of BOLZANO-WEIERSTRASS  theorem, which is known %} not to correspond with a generally
explicitly achievable construction, and therefore is not recognised by the intuitionists.
The example shows that the same holds true, not only for the proof of PEANO’s theorem,
but also for the theorem itself. If more stringent conditions {e.g. of LIPSCHITZ' type, or
even somewhat weaker ones) are imposed on f; (£, x,), it can be shown that the ordinary
methods of CAUCHY-LIPSCHITZ or of CAUCHY-PICARD can be brought into a constructive
form. If f; (¢, x,) is only continuous, our example shows this to be impossible. In that case

we can only try to construct the whole set of solutions, passing through a given point,
at once.

) The maximum m of two real numbers x and y is a well-defined real number, even
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tialgleichungen reeller Funktionen. Our present demonstration is much more like PEANO's
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D. vaN DANTzIG, A remark and a problem concerning the intuitionistic form of
CANTOR’s intersection theorem, these Proceedings, 45, 374—375, 194210),
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