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Mathematics. - Over reeksen en bepaalde integralen, waarbij functies van BESSEL op
treden. IJ. Door J. G. RUTOERS. (Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of April 25, 1942.) 

3. Voor!~ = 'I' - m, waarin m geheel;::;; 0 is, gaat lover in een eindige reeks; ver
vangen we tevens 'I' door e, dan krijgen we: 

e willekeurig, m geheel;::;; O. 
Door in (1) tot en met (8) e te vervangen door e + n en daarna beide leden te ver-

1_)Il(m) . 
menigvuldigen met ____ ~_n ______ , volgen na sommatie over n van 0 tot m, 

2e+1l T (e + n-m+ 1) 
onder toepassing van V in het linkerlid onder het integraalteeken, voor R ('1') > -}, 
R (e) >-1 en m;::;;O: 

J' I" (x-a) Je- m (a) (x-a)" al!+m da = 
o 

= [Jv + 1) mf2"+Hm 'i: ~-=-~Il (m~_J ['(e + n + ~-) (X)"+HIlH 1+ +Il+' (x) 
V1/: Il=O n f . r (v + e + n + 1) 2 "e" 

j I~l (x-a) I,-m (a) (x--a)'+1 n° >m da = ) 

o r(, + 1) mI2'+o+mH m (-1)0 (m"-n) r(e + n + t) (x )"+1!+1l+1 Î 
V L: --,--- . -r( -+ +--+ _3_) --2- J"+1!+1l (x), 

1/: Il=O n. ven 2 

~ (-I)Il" -( 
()) (X)!>+11+1 

m m-n 2 J II!-m (a) aHm sin (x-a) da = m f 2e
+llz+

1 Il~ n! . 2 e +h + 1 Ie+Il+1 (x),. 
o 

( e) (x)e+ Il+1 

~ (-1)1l ---

J I () c+m ( ) d - , 2l!+m+l ;; m-n _2 __ ~ I (x) 
12- m a a cos x-a a - m. .:., , . 2 + 2 + 1 e+1l • 

Il=û n. e n 
o 

x J' Ie-m (a) aHm sin a da = 

o 

( 
()) (x)e+

Il
+

1 
(-1)11" -

m m-n 2 
=mf2e+m+1 L: ----,--. 2 '+2 + 1-/sinxle+n(x)-eosxIHIl+l (x)l. 

Il=O n. e n 

( 16) 

(1,7) 

(18) 

(19) 

x 
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x 

j' Ie-m (a) ai?+m cos a da = 
o 

(-l)1l ( e) (x)c+n+l 
m m-n 2 

= m f2 c+m+1 ); ~~-T---' -2 -j:"-2--- + 1 leas x IHIl (x) + sin x IHIl+l (x)l. 
Il=O n. e-, n 

X 

j'Ic-111 (a) aHm sin (2x-a) da = 

o 

(-1)1l --
( 

e) (X)C+Il+1 
m m-n 2 = mf2l!+m+l); , '2 +2-+11sinxIHIl(x)+eosxle+Il+1(X)!, 

ll=O n. e n 

x 

~f' 111-m (a) ag+m cos (2 x - a) da = 
o 

( 
()) (X)C+

ll
+

1 
(-1)Il" -

m _ 2 
== m 12e+m+1 :E ---- ~n n . -2 + 2 + 1 1 cos X IC+1l (x) - sin x II!+Il+1 (x) l. 

Il=O n. e n 

Vervangen we in (9') tot en met (15) e door e + n en vermenigvuldigen we daarna 

. (_l)ll(~) . 
belde leden met ----------------, dan volgen, na sommatie over n van 0 

2c+ Il --: 1'((J + n - m + i) 
tot m, onder toepassing van V, zoo hierin vooraf (J vervangen wordt door e-L in het 
linkerlid onder het integraalteeken, voor R (v) > --§, R (e) > -} en m;::;; 0: 

j'I,,_~ (x-a) Ie-m-i (a) (x-a)"H al!+mH da = 

o 

x 

.f1c-l11-i (a) al!+m+i cos (x - a) da = 
o 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

~ (-l)1l (e-1) (xy+n
H 

f 10- "(a) al!+mH sin (x-a) da = m , 2e+m+t ; m-n_~ _____ I + +, (x) (26) 
• ,m-, , . Il=O nl' e + n + 1 12 Il" ' 
o 
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J'Ie-m-~ (a) ae+mH sin a da = 

o 
(-l)ll (e--1s) (x)e+llH 

m m-'n 2 
= ml 2e+m-1, ); ---"-1 --. + + 1 !x sin x Ie+ll-t (x) + (sin x-x cos x) Ii!+ll-H (x)!, 1l=0 n en . 

x J Ie-m-t (a) ae+mH cos a da = 

o 
(_1)1l (e--1s) (x)e+llH 

m m-n 2 
= mI 2e+llz-! ll~ nl . e + n + 1 !x cos x Ie-tll-~ (x) + (cos x +x sin x) Ie+ll+l; (x)l. 

x J' Ie-m-! (x) ae+ mH sin (2 x-a) da = 

o (e - -1s) (x)e+llH (-l)ll --
m m-n 2 

= mI 2i!+m-t :E , . -+~-l Ix sin x Ie+ll-! (x) + (sin x+xcos x) Ii!+llH (x)!' 1l=0 n. e n-r 

JI,-m-. (x) o,+m+! co, (2x-a) da = 1 
II (e--~) (x)e+ll+t ) (-1) --

m m--n 2 
=mI2e+m-!}.' -----, --'-+-+--1 IxcosxIe+n-t(x) + (cosx-xsin x) Ie+ll+t (x)!. 1l=0 n. en, 

x 

Substitutie van e = m +~. in (16) tot en met (23) geeft na eenige herleiding de 

volgende formules, geldig voor R (v) > -1- en m ~ 0: 

J~ I,,(x-a) (x-a)" a2m sin a da = 

o 

( l)ll (m + t) (31) 

m - _ ( + )' ()Y+m+ll+l 
_ 1 v+2m " m n m n. x . 
_ mI T(y + :r)2}. , . T( + + + _3_) -2 I"+m+ll-H (x), 

n=O n. Y m n 2 

x 

JI,,-t (x-a) (x-a)"H a2m sin a da = 

o 
. (1)1l (m+ t ) , m - ( ),+m+llH 

_ ,. , 1 ,,+2m+~ " m-n (m + n) 1 x 
-m.I(Y+'2)2 '1~0 nl . T(Y+m+n+2) '2 I,,+m+ll+}(x), 

(32) 
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x 

.f a2m cos (2 a-x) da = 

o 

(-l)n (mm+n-1s) (x
2 

)m+ll+i 
x2m+l ___ 111 

= ---- cos x + mI 22m+l V:n; :E 1 ( ) 2 m + 1 1l=0 ---;;J--- . m + n + 1 m+ll+~ x, 

x f a2m sin (2 a-x) da = 

o 

(-1)1l (m+t) (x)m+n+~ 
X2nHl _ m _ '2 

:= -- -.- sin x+ ml22m+l V:n; :E ------~ --- I ( ) 
2 m + 1 ll=Ü nl' m + n + 1 m+nH X. 

X. (-1)n (m + t) 
2m x2m+l - m 

Ja cos 2 a da = ----- -m 122m+l V:n; :E ______ m~~ 
'0 2 m + 1 1l=0 n! . 

(~) m+ll+} 

. m + n + 1 !sinxIm+llH (x)-cosXIm+llH (x)l, 

X. (_1)1l (m + -~) 

f a2m sin 2 a da = mI 22nHl V-;;; Z _____ m-_~. 
~ ll=Ü n! 

(;) m+ll+; 

. m + n + 1 ! cos x Im+ll+~ (x) + sin x Im+llH (x)!' 

x ( +1') • ( l)ll m 2 
2m x2m+l .-- m -f a cos 2 (x-a) da =----- cos2x+mI22m+l V:n;:E m-n_ 

• 2m + 1 -0 n' . o ll_ . 

(;) m+ll+~ . 

. m +--;:;-+1 ISln X Im+llH. (x) + cos x Im+llH (x)!. 

J
x (-l)ll (m + t) 

x2m+l m 
a2m sin 2 (x-a) da = 2 m --1 sin 2 x· -m! 22m+l V-;;; :E _ m-n. 

o ,+ ll=O nl 

(;) m+n+! 

. ~ + n TI I cos x Im+ll+t (x)-sin x Im+llH (x) I. 

31* 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 
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Substitutie van e = m - ± in (16) tot en met (23) geeft, na vervanging van m door 
m -I- 1 en eenige herleiding, de volgende formules, geldig voor R (v) > - ~- en m;;:;; 0: 

x (-1)n ( m + t ) 
• 1 , .3

111 + 1 m-n+l J I,,_! (x-a) (x-a)"+' a2111+1 cos a da = (m + 1) / T (v + t) 2' +2m1' ~o· n / --. 
o 

m n. x ' I ( + ) I 
( )

v+m+n+3 
. ['(v + m + n + 2) 2 IV+I11+nH IX). 

x . J a 2111 +1 sin (2a-x) da = 

o 
( l)n ( m + t ) (.~) 11l+n·I·: 

_ X2111+2 . 211l 2 ._m+1 m-·n+ 1 2 
-_·---slnx-(m+1)/2 + Vn Z -------.--.... -. ----·-I11l+nH-(x). 

2(m+1) n=O n! m+n+l ' 

x J a 2111 + 1 cos (2 a-x) da = 
o 

(_1)n 2 _ ( m +.L ) (x) 111+nH 
X2m+2 - 111+1 m-n + 1 2 

= - 2(m-~-n cosx+(m+ 1)/22m+2 V n n~ -----.;;7--. ~ +n +1 Im+nH (x). 

x (_1)n ( m+t ) 

J' -111+1 m-n + 1 
a 2m + 1 sin 2 a da = (m + 1) /22111 +2 V n 2)----~-,~--- . 

Il=O n. 
o ei) 111+n+% . 

. ;; + n + 1 ! Sin X Im+IlH (x) -. cos X 1111+nH (x)!. 

(43) 

X (-1)1l ( m + i· ) 
X2m+2 -- 111+1 m-n+ 1 Ja2m+ 1 cos2ada=- +(m+ 1)/22m+2Vn 1: ~-- . 

2 (m + 1) Il=O n / 
o 

(~)m+Il+: . 

• m + n + 1 !cos x 1111+Il+l (x) + Sin x 1111+IlH (x)!. 

(44) 
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X (-1)1l ( m+~· ) 
• X2111+2 - 111+1 m-n -1 

f a2111+1 sin 2 (x-a) da = sin 2x- (m + 1)/22111 + 2 V n 1: -i. 
, 2 (m + 1) Il=O n / 
o 

X (-1)1l ( m+·~· ) 
X 2111+ 2 m+l m n 1 Ja2111+1 cos 2 (x-a) da = - --- cos 2 x + (m + 1) /22111 +2 V; 1: -----=-±- . 

2 (m + 1) Il=O n / 
o 

Substitutie van e = m + 1 resp. e = m in (24) geeft voor R (v) > -} en m;;:;; 0: 

X (-1)1l (m+~.) 

Jlv-~ (x-a) (x-a)"H a 2111+1 sin a da = m / T(v + 1) 21'
+ 2111H 1: --·~-7 -!2.... . 

Il=O n. 
o 

(m+n+ 1)/ (x)v+m+Il+~ 
. T(v+m+-;+3) 2 !xl1'+111+11H (x)+I1'+111+IlH(X)!. 

X (-1)1l (m++) 
1 1 111 m-n J Iv--I;; (x-a) (x-a)"+' a 2111 cos a da = m / T (v + 1) 21'+2111-" ll~ - n / . 

o 
(m + n)! (x )1'+I11+Il+i 

• T(v + m + n + 2) 2 !xlv+m+ll-t (x)+I1'+m+Il -H (x)!. 

terwijl dezelfde substituties in (25) en (26) voeren tot de integralen. voorkomende in 
(41). (42) en (33), (34). wel is waar met uitkomsten van eenigszins anderen vorm. 
Door echter die verschillende uitkomsten voor dezelfde integralen aan elkaar gelijk te 
stellen. komen na eenige herleiding betrekkingen voor den dag, die uit V blijken te 
volgen voor e == m -I- 1 en e = m - ~. 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 


