Mathematics, — Extension d'une série des fonctions de BESSEL, due & LOMMEL, et de
quelques séries des fonctions de BESSEL analogues. 1. By J. G. RUTGERS. (Com-
municated by Prof. J. A. SCHOUTEN.)

(Communicated at the meeting of October 31, 1942.)

1. Bien connue est la série de LOMMEL 1):

Tngs

(—1) (#4-2n) L42q (x) = %J;Aﬂ AR ()

n

ol » est arbitraire, qui est une conséquence directe de la propriété suivante des fonctions
de BESSEL:

2B p =T Lol o o o+ ¢ . )

Autres recherches me conduisaient a la série:

(—=1)7 (v+2n)? v+2n(x):1’2% v (x)—x2L(x), . . (3)

gms

n

dont la précision peut étre vérifiée aussi directement; car en appliquant (2) pour
4 =¥+ 2n on peut écrire pour le membre gauche:

52 1 64207 Hsanns (0) + Drsanns ()] =

Ix N[R NfR

n=0

[m_l(x)— (— 1)y 2n4 22— (V+2ﬂ)2}1v+2n+1(x)]‘—’

3% Ly () =4 (1P 6+ 2n+1) Tz (x)g —

{vzly_l (x)—2xI (x)} selon (1).
Ceci me conduisait & I'examination de la série générale:

(_l)ﬂ (-p—|— 2 n)’" Lian (x),

Utvg

n

oit m est un entier positif. Il paraissait qu'il est possible d'y trouver pour » arbitraire une
expression finie dans le cas oi m est impair. En posant donc d'abord:

e}
Sv ok (x) = 2 (—=1)" (v + 202 Lyan (). . . . (4)
n=0
oi ¥ est arbitraire et k entier > 0, on trouve d'aprés (2) pour u = v+ 2n:
-]

Sv,2k+1(x):% 2 (1) (v42n)* { Lyan-1(x) + Lsznir ()} . . (5)

n=0

1) NIELSEN, Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen 1904, p. 270, (3).
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En y substituant:
né‘o (=1)"(+2nPkL2n1 (x) =v* ],y (x) — _f;(—l)" (»+2n+2)* Lizn+1(x), (6)

on obtient:

Snakni()=0% 3 L) = 5 3 (1) +204 2P —fr+ 207} Lzmaa(x). - (1)

ou, d'apres les réductions suivantes

(r-+2n -+ 22— 2mP* = {1 0+ 20 1) 51—+ 2n 1)} =
2% %ot ok
_z< )(v+zn+1)n;1—(—1)p;:z 5 ( >(v—|—2n—|—1)1’:

=0\ p p=L3... \ p

8)
=2 kz,_’l( 2k )(v+2n+l)2pl+‘:

pn=0\2p,+1
X k—1 2k &
Sy, 2641 () =% S L1 (x) —x 2 Z( 1" (v+2n 41224 Lian 41 (),
’ 2 2pi+1) n=o
de sorte que nous trouvons d'abord, selon (4) en y changeant » en » -1, la formule
récurrente:

k—1
Suzin () =92 5 1,y () — xz( e )sm,mmx), )
=0 \2p,+1

qui nous permet de calculer successivement S, , (x), S, 5 (x), S, 5 (x), etc.

Ainsi suit de (9) pour k = 0:

sy,,(x)zgo( 0+ 20) Lazale) =5 L) . . . (1)

c'est la série de LOMMEL (1).
Pour k =1 il suit de (9):

Sv,3(x) —=? —;_.Iv—l (x)—2x S-y+ 1,1(x)

et donc selon (1’) en y changeant » en » 4 1:

Si3(x) = £ (110 +20) Lizn (x) =97 5 Loa(x) =2 L(x), (3)

c'est la série (3).
En substituant dans (9) k = 2, on trouve:

S",S(x): v gIV—l (x) —X { 4 Sv+l, 1(x)+ 4Sy+1,3(x) },

donc selon (1’) et (3') en y changeant » en » + 1:

S, 5(x)= 20( 1)1(v-+2n) ,+2,,(x):v4’§‘17_1( ) —2x2{L(x)+ @+ 1)2L(x) —
(10)

—2x Ly (x)} =1 ';—CI,._l () —20%24+2v+2)x2 L () +4 x3 I11 (x),

etc.
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De (9) on peut aussi déduire une formule générale pour Sv,2k+1("'); pour cela nous

substituons dans (9) pour Sv+l,2p,+1(x)' I'expression qui suit de (9) en y changeant
v en v +1, p1 en ps et k en p1, notamment:

1=
Svt1,2p,41 (%) =+ Uz"‘?v(x) _ngo (2;:)-;—1 ) Sl

alors nous obtenons:

—ai2k 'E — x_z = Zk 1
S, 241 () =22 2Iy_l(x) zlv(x)p£0<2pl+l (»+1)7 +
k=1 2k \PCl/ 2p, )
2 SV 2 ’
T p.Z'—‘-O(Zpl—{—l)p-;Z:O(sz—{—l #2241 (%)

ou la derniére somme ne fournit rien pour py = 0; en y changeant p1 en p1 + 1, de sorte
que pj passe les nombres 0 @ k— 2 au lieu de 1 a k— 1, on trouve:

2 k—1
s,,ml(x):vzkgIv_l(x)—"—f,(x)z( 2k )(v+1)m+

2 p=0 2P1+1
k20 2k \ B 2p,+2>
2 ¥ > S +2,2p,41 (%)
+x p1:0(2pl+3>p1=0<2p2+1 +2,2p, +1(

En y substituant de nouveau pour Sv+2,2p‘+l(x) I'expression, qui suit de (9) en
y changeant » en » + 2, py en p3 et k en pa, nous trouvons:

2 k—
) ( 2k
2p,+1

2 p=0
3 k—2 2k b 2p1+2
2, 2)2p:
+ 2 +1(x)p12=° <2p1+3>p£0<2p2+1)(y+ )

T2k o (2p,+2\P2 [ 2p, >
—x3 2 > Sy3,2p551 (%),
p‘:°(2P1+3> Pz:°<2p2+l>p3=0(2p3+] +3,2p,41 (%)

oit de nouveau la derniére somme ne fournit rien pour p2 = 0 et donc aussi rien pour
p1 = 0; en y changeant p; en p1 + 1 et p2 en p2 4 1 on obtient:

8 e (x)=v2k§ Ly (x)—

Jopn+

X _E s 2k 25,
Suans ()= 5 L )= 5 L) 2 <2P1+1 (v 1)
x3 k—2 2k o (2p+42
_Iv 2217-2——
= 27 (x)Plé'O (2P1+3)P£°<2P2+1)(v+ ‘
k=3 1 2
—x3 2( 2k > 3‘ (2P1+‘1> pZ' <2p2+2> Sv43,2p,+1 ().
=0 \2p,+5/ p=0\2p,+3/p=0\2p3;+1

En continuant ainsi la derniére somme devient ensuite:

0 2k p (2p,+2k—2 P—1 2pk_1+2>
— 1)k vk > ) _
=l "1:"(291‘['2"_1)P1=0(2p2+2k—3>” ( 2pr+1 Svik2pe+ (%)

= (—x)k (2k) 2k—2)...2 Sviry (x)=(—1)k 261 k] xk+1 [y ().

selon (1) en y changeant » en » 4 k.

Pr=0
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Par conséquent on a la formule générale pour » arbitraire et k entier > 0:

Syaks1 (X)) = 3 (—1)2 (v 2n) 1 I (x) =

n=0

B - Ev o Ly kj‘r 2k %(2p1+2t—2
2 ¥ 1(x)+r=1( ) X +r l(x)p,=0 zpl+2r__1 p=0 2p2+2r_'3

Pr—1 (2pr1+2
( 2p+1 )(v—i—t)zprg

=
Il est évident que la formule I représente la somme de la série
2]
(1T 042054 Lo (x)
n=

a l'aide des fonctions

L_i(x). L (x),...L4k—1(x).
De I suivent (1) pour k = 0, (3) pour k =1 et (10) pour k = 2.

2. Nous avions substitué dans (5)

3 (1) 0420 Lpans () =97 Ly (x)— 2’0 (—1)"(+2n+2)* I 42041(x).  (6)

n=0

Quand nous y substituons:

,éo (—1)2 (r+-2n)2k I, 42m41 (26) = (v—2)2% I,y (x) — 3:0 (—1)r (7421 —2)% Lsany (%) . .. , (6)
il vient:

Sy, 2641 ()= (v—2)% J—;Iy_x (>) 4+ 2 néo (=D {(»+2n)*—(p+2n—2)*} I,120-1 (x)

ou, d'aprés les réductions suivantes

¢+ 2npk — (v +2n—2P ={1+ v+ 2n—1)P* — {1— (v+ 2n—1)P* =

:zzk’<2k>(v—|—2n—1)1’{1—(—1)"}:2 5 <2k)(v+2n—l)P:
=0\ p pP=L3...\ p

2 k_l< 2k ) 2 2p,+1
= J— pitl,
p£0 2p,+1 (»+2n—1)

x k-1 /[ 2%k ®
Sy, 2641 (x) = (v—2)%* 2 Ii(x)+x2 < ) 2 (—=1)"(+2n—1)?P 1 I 4 2n1(x),

p=0\2p,;+1/ n=0
de sorte que nous obtenons en vertu de (4), en y changeant » en v —1, la formule
récurrente:
a5 X ¥l f 2k ;
So 2k (X)=—2* 2 I,_i(x)+x 3 Si—t,2p41 (%), . (9)
2 p=o \2p,+1

qui nous permet également comme (9) de calculer successivement S,,, 1(x), S,,, 3(x), S,,’5(x),
etc.
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En allant comme dans le paragraphe 1 on peut aussi déduire de (9') une formule
générale pour S, 5., (x). D'abord on trouve:

ok X X2 S 2k N (,_3pm
Suzken () = 2P F Loy () + Iy_z(x)p£0<2pl+1 (r—3pP
k2 [ 2k \ B [(2p,+2
2 Sv— 2 1
T P£° (291+3> P£° <2P2‘|‘1> ot )
et ensuite:
S 2k (x) = ;‘; (—1)7 (7 2 )2+ Ly (x) =
— % N T 5 rl e 2k & <2P2+2f—2>'”
7y 0+ 2 ”""(x)p£o<2pl+2r—1 pfo 2p,+2r—3 A
Pr—1 2Pr—-1+2>
(v—r—zwfg
p%wzo( 2Pr+l

La formule II représente la somme de la série
3 (—1)7 (v + 2n)2k+1 I 40q (x)
n=0

a l'aide des fonctions

Ly (x), L_2(x), ... L_g (x).

3. Il est aussi possible de faire une combinaison des formules récurrentes (9) et (9').
En substituant dans (9) pour Sv+l,2pl+l (x) resp. dans (9') pour S"—1,2p1+1 (x) 'expres-
sion, qui suit de (9’) resp. de (9) en y changeantv en » 41 resp. » — 1, p1 en p2 et k
en py, nous trouvons les relations:

2 k—1
Syakin (6) =% XLy (1) =3 [ (x) T ( 2:’_1 1) (r— 127 —

2 =0
k= —1
—x22’1< 2k >p2'( 2, )s,.,z,,,+1(x).

p=0 \2p, +1) p~0 \2p,+1
resp.
— (yp — )2k i x_2 = 2k —1)2P1 —
Sy, 2641 (x) = (»—2) 2 L, (x)+ > I_, (x)plé; <2p1+l (v—1)

L) 2k \P3l/ 2p )
== x2 2 Sv, o x) ]
p.é;<2p,+l)pz=0(2p2—|—l e {

dans lesquelles la derniére somme ne fournit rien pour p; = 0; en y changeant p; en
p1 + 1, nous obtenons les formules récurrentes:

2 k—1 2k
Suakn (£) =% 3 s (2)— S L(x) 2 ( .t 1) (—1)27—

2 p=0

k=2 [ 2k 2 2p,+2>

—x? 2 Sv, 2 x),
= 2 <2p1—!—3)m=0<2pz+1 2pur

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLV, 1942, 60

(11)
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Suakn () =0—22% 3 (e S Iy (x)pfg0 (2: i 1) (—1)2P—

)" no(2p, + 2)
—x? S, .
p£° <2p1 + 3) pgo <2P2 e Iy B =)

De ces formules on peut déduire, comme dans le paragraphe 1, des formules générales
pour S v, 2k +1 (x); cependant il est préférable de faire différence entre k pair et k impair.
En changeant k en 2k resp. 2k + 1, nous trouvons respectivement:

(11)

Soakn (@)= 3 (1) 0+ 2n) Lz () =

. 2k-2r 4k b (2p+4r—2
_x, o
2 1 )g” + 2( ) T Pt <2P1+4"—]> p£0 <2p2+4r—3>

P2r-1 2P2r—1+2) 4 2
P2ro —
"},2,2=o<2pzr+1 viP2 Illa

k—1 2k—2r-1 Py 2 4
2 Lix) 2 (—2) ( 1k ) 3 ( vyt )
2 r=0 pn=0 \2p,+4r+1) p=0 \2p,+4r—1

‘zf ( 2P2r+2
2p2r11+1

) (»—1)2Pz2r+1

' ‘P2r+1=°
Sy, 4k43 (x) = o(——l)" v+ 2n)** 3 1100 (x) =

=%Iy_1(x)gv”‘+2+ f(_xZ),z"“g“( 4k+2 ) z’#(Zp,-{—&r—Z)
r=1

p=0 \2p,+4r—1)pm=0\2p,+4r—3)
P2r—1 2P2r—l+2> %
» w2P2r ¢ —
ng*:o( Y L IIb
x? k 2k=2r 4k +2 P 2p, + 4r
__Iv Z' —x?)r “oe
2 (x)r=o( x)p£0<2p1+4r+1)P£0<2Pz+4r—1)
p
N 2r <2I32r‘+‘2)(1’_1)2”2”-l
P2r41=0 \2p2rs1+1
S,k (¥)= F (=17 (r + 2041 Lz (x) =

=1 o2+ £ e 2 "( W ) SO(ZP'“’_Z)...
Pa=

2 n=0 \2p,+4r—1 2pyt-de—3
P2r—1 2p2r—1+2> g
.. _22p2
PZr:O( 2p2r+1 RS e
‘x? k—1 2k—2r-1 4k 5 e )
LB Sy >
tg M Y <2p1+4r+1>m=°<2m+4'—1
p r 2
o 2r ( 2p2 + ) (p_1)2P2r+l
P2 r+1=0 2p2r+1+1
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Siass (¥) = 5: (—1)7 (v + 2 n)tk+3 I () =
il S () 8 ()
5 (e |
i S () A
we i:o (22;:;2 1 ) b1fpars

I1 est évident que les formules IIla et IIIb représentent la somme de la série

E (1) (42n)2k*1 I, 20 (x)

n=0
seulement & l'aide des fonctions I, _,(x) et I, (x), et les formules IVa et IVb seulement
a l'aide des fonctions I, _; (x) et I, _,(x).

Remarque. Les formules précédentes sont déduites en appliquant seulement la pro-
priété (2) des fonctions de BESSEL; alors il est évident que dans ces formules les fonctions
de BESSEL peuvent étre remplacées par toute fonction cylindrique qui satisfait a la
méme propriété.

4. A cause des cas particuliers:

I (x)= I/;Z—._’—csinx et I_j(x)= Vnz_x cos x

les formules IIla et III6 donnent pour » = %, de méme les formules IVa et IVb pour

vy = g, les formules spéciales:

@

2 (—=1)"(2n+ § Dpyy (x) =

=0

]

_ /?[ 31 1 "( s
=) 5x| s xizm+ Z (= o2 \2pt4r—1) 20

P2r—1 <2p2r—1+2> 1 i

2p,+4r—2>
2p2+ 4r—3 o

...pzr:o 2?2r+1 22p2r Va
k=1 2k—2r—1 4k P 2p,+4r )
—_ [  x2\r
e F el <2pl+4r+1>p£o(2pz+4r—1

5 (2P2r+2>_1—]
...P2r+1=° 2p2rs1+1) 22P2rn1 ]

60*
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Z (1) @n P oy () =

n=0
— k 2k-2r+1( 4k 42 B (2pit+4r—2
= z_licosx§24}c+2+r§l (=) p,z‘:o <2p1—|—4r—1>p,:0<2z:i4"—3>”
Par—1 (2pyr 42\ 1 )
“.P2r:°< 2p2r+1 >22—p2’$_ vb
. k 2k-2r 4k+2 P 2p,+4r
—xsinx I (=& 2 (zpl+4r+1>pg=o <2pz+4r—1>'”
Prr [ 2par+2 1
"'p2,€:0<2p2r+1+1>?m_

S (1 @0+ P By () =

n

=

1) x [ . % 1 X 2,2k—2r( 4k P <2P1+4’_2>
_Vz—n sinx ﬁ.*—ré,l(—x) p£0 ZPI—{—‘}[—I mZ:‘o 2p2+4f—3 o

P2r—1 2P2r—1+2> 1 %
— VI
P2r2=0 <2P2r+1 2%P2r a
k—1 2k-2r—1 P
+xcosx 3 (—xy)r 3 ( 4k ) 2( Zpytte )
r=0 n=0 \2p,+4r+1)p=0\2p,+4r—1
Ef (2P2r‘|'2 ) 1 :I
“;72r+1=° 2p2ra1+1) 22P2rh1
2 (11 @2n 4 P Ly (x) =
1/ x[ 1 koo 2ke2re 4k+2 A 2p,+4r—2)
—Vz_nl:mnx324k+2+r51(—x) p,§0 <2P1+4r—1 p,;—_vo 2P2+4r—3
p22’1‘1<2P2r—1+2> 1 g VIb
”.pz,+o 2par+1 ) 22p2r
k 2k_2r 4k + 2 Py 2p, +4r )
xcosx Y (—x?y)r X 2
T e r=0( )p1=0 (2p1+4t+1>p2=0(2p2—|—4r—1

3 (2P2r+2) 1 :l
...P2r+1=° 2p2r1+1) 2292111 |°



