Mathematics. — Extension d'une série des fonctions de BESSEL, due 38 LOMMEL, ef de
quelques séries des fonctions de BESSEL analogues. 1. By ]J. G. RUTGERS. (Com-
municated by Prof. J. A. SCHOUTEN.)

(Communicated at the meeting of November 28, 1942.)

Pour k =0, k =1 et k = 2 on obtient de Va, Via, Vb et VIb les formules particuliéres:
@ x

2(=1)"2n+3) Lhayy(x)= |/ 5—cosx, . . . . (12
n=0 2n

E’(—1)"(2n-|—-%)12,,+;(x)=Vzisinx, R )]
n=0 T

g’(——1)”(2n—|—%)312,,+;(x):Vzin(—F;cos:r—szinx), . (19

n=0

S (—1)" 2+ Lo (x) = Vi(—?;sinx—}- 2xcosx), . (15
=0 2n

X

20 (=1 (2n+1) Lnyy (x) = VZ_n {15 (1—128 x?) cos x— 5 xsinx},. (16)

3 (—1)"(2n+ )5 Lnss (%) |/ {5 (1—128 ) sinx+5xcosx},. (17)

n=0

2 (1 @nt+1) Bosy ()=
i (18)
‘ = |/ { ot ( 1—4480x2)cosx—3— x(91—384 x?) sin x}, .
E (1 @nt ) ny (0)=
" (19)
= V—{-g; (1—4480 x?) sin x + 4 x(91 — 384 x?) cos x }, .
21 @n 4P By () = 2
(20)
—V2 {gi5(1—123648 x>+ 98304 x*) cos x— 4 x (205—8064 x? sznx},S
31 @ b (x) =
) (21)

= l/ Zin {35 (1—123648 x?+ 98304 x*) sin x+ § x (205—8064 x?) cos x},
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g (=17 2n 43" Ly (x) =

x (22)
= VE {1357 (1— 3196160 x? + 16220160 x*) cos x —
— 1g (7381 — 1951488 x2 + 491520 x*) sin x},
B @ty s (0 =
P . (23)
= VZ:n { 1oz (1—3196160 x? + 16220160 x*) sin x +
4 hg x (7381 — 1951488 x2 4 491520 x*) cos x},
5. Examinons maintenant pour » arbitraire et k entier > 0 la série:
Sy aks2(x) =S (=1)" (v 4 202*42 Lion(x) . . . . (24)

n=0

En appliquant des réductions analogues a celles des §§ 1, 2 et 3, nous trouvons
successivement les formules:

S, 2142 (x)= ’5‘ ’20(—1)" @ 4 202+ {1 s 21 (%) + Lrzner ()} =

X *®

2 20" {(+2n + 2%+ — (v 20+ Lyon s (x) =

— p2k+1 g Loy (x)—

® 2ke+1
=26 XL ()= S Lz () 3 (20 oF 2k )P (— 1=
2 2n=0 =0 P
k
- 2(2"+‘>S,+,,2p,(x).
2p|

resp.

X

S, 2k+2 (x) = (v—2)2k+1 3 I (x)+ s (—=1)" {(r+ 2n)2kt1— (v 4+ 2n—2)*+1} 1, 21 ()=
n=0

2k+1

=215 L)+ 5 B L () 2 (2":‘)(v+zn—1)pzl+(—1)Pz=

2k+1

= 2)2k+1 L (x)+x 2 (
2p,

p=0

) Sevan ()
Sous la forme suivante on peut les regarder comme des formules récurrentes:

Suy2krn (1) =971 3 Ly (1) — x Suuo(x) —x 3 (2"+1)s,+,,,,,,+,(x), .. @)
=0 \2p,+2

2k+1

8, prala)= (v_2)2k+l'; b1 (%) + 2 Ssmy,0(x)+x Z' <2P1+2

p=0

) Syorapsz(%). . (25)
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Chacune d'elles peut servir pour la construction d'une formule générale, qui représente
la somme de la série S,'2k+2 (x) a l'aide des séries

S, +1,o(x). Sy+z,o (x), . e Sy+k+|,o (x) resp. S'y_l,o (x), Sr_z,o (x), S Sv—k—],O (x)
Nous les supprimons, car pour u arbitraire il n'est pas possible de représenter la somme
de la série S, 0 (x) par une forme finie.

En combmant les formules (25) et (25’), comme (9) et (9') dans le paragraphe 3, nous
trouvons les autres formules récurrentes:

Sumkrz(0) =970 T Ly ()2 Sounol)— 5 I (x) = (2 k+ ‘) (r— 1)t —
p=0 2p|+2 (26)
2k+1 k=2 (2 k41 l(2p1+3)
— x2S, —x2 S, y ’
* °(x)p§°< p,+2> 2=o<2p1+4> :5 2ps+2) 22t )
Suyzira ) =l—2P41 X, () 4 2801 0 () + xzz, x) S (“‘“)( _1pei—
p=0 P1+2 (26/)
2k+1 k=2 2k 41\ B 2p,+3)
— x2S, S,
ol l—o<ap,+2) xp£(2p1+4>mz=o(2pz+2 i)

De chacune de ces formules on peut déduire une formule générale qui représente la
somme de la série S, 544, (x) seulement a l'aide des séries S, o(x) et S, (x) resp.
S,,_lyo(x) et S,’o (x); aussi celles-ci nous supprimons pour le méme motif.

Il est bien possible de représenter la somme de la série S, o(x) pour x entier par une
forme finie en vertu des formules connues:

3 (—1)" L (x —a:cosx+10();etiz;;(—l)nlml<x>=%sinx.

n=0

des quelles on déduit entre autres:

S1,0(x) = 3 (—1) Lt (x) = & sin x
n=0

et

Sa0(x) = 0(— 1) Ly (x) =1 (x) —20(— 1)1 I (x) = & {1, (%) — cos x}.

Au moyen de celles-ci suivent de (26) pour » = 1 et de (26") pour » = 2 aprés une
légére réduction les formules récurrentes spéciales:

2 k=2
Sy, zk+z(x)—%cosx—x7 sinx 2’ (Zk_H ) —x? 20( 2l > 3 <2p1+3> S1,2p,42(x), (27)
p= p:=0

=0 \2p;+2 2p,+4 2p,+2
2k+1 k=2 2k+1\ 2 [2p,+3 :
Sz, 2 —xStnx+—cosx Z‘ ( —x? ¥ ( > 2 ( S2,2p,42(x), (27))
2,2k+2(x)= 2 b2\ 2p,42 p2o\2p,+4) p20\ 2p42 2,2p,+2
des quelles nous déduisons, en faisant différence entre k pair et k impair, les formules
générales:

St 442 (x) = %(—1)" a1, 42 Ly (x) =

x K 2h—2r 4k+1> P (2pl—|—4r—1) P2r—1(2pzr—1+3)g
=X —\ VII
2 [Cosx + 5 ( )pl%‘o (2p1‘i"4 r p2§0 2P2+4r_2 pZerzo 2?2 l'+2 2

k= k-2 4k+1 Py 2p,+4r+1> P2r (2p2r+3 >—I
—xsinx X (—x?)" 2 (zp,+4r+2>p,_ ( 2p,+4r 2 i\ Ppeartl)

r=0 p,=0

P2r+1=0
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Sisres ()= 2 (1) @n+ )4 b () =

n=

:_';_[cosxsl-i- 2(—x2)’2k22,‘r+1( - ) Z& <2p,+4r—1)'”l’22r‘—1 (2P2r—l+3> g— VIIb

( im0 \2pit4r) p20\ 2p+4r—2) " pr=0 \ 2p2,+2
2k-2r 4k+3 p (2p+4r+1 P2r 2p2,13
— xsinx 2 (—xr B
r=0 p=0 2p1+4r+2 P:= 2p2+4r P2 r+1=0 2P2r+1+2

\

Spaksz (@)= £ (—1)) 20+ 242 hnia (x) =

% _ z,”‘“ ( 4k+1 > P (2p,-}—4r—1> p2r—1(2pzr—1+3>€ 1
2,:smxgl+ 2( x)pl_ 2p,+4r p£0 2p,+4r—2 ”};2?—_—0 2p2r12 o AL
k—1 2%—2r-1( 4k+1 Py (2p,—|—4r+1> P2r ( 2p2r13 )J
— a2\
+xcosx 2( X ) 2 (2p1+4r+2> =i} 2p2+4r 2p2r+|+2

h=0 p=0 P2r41=0

Ss,ak4 (%) = g‘j (—1)7 (2n+ 2)*K+ Ly (x) =

[smxgl—l— L )rzk gﬂ( 4k-+3 ) val (Zp,-f-‘lr—l).”Pzzr‘—l<2p2,_1+3>g+ VIIlb
p.=0

p=o \2p,+4r 2p,+4r—2)" p=0 \ 2p2r12
k 2k-2r [ 4k+3 3 2p,—|—4r+l> P2r (2pzr+3 )J
__2\r
TEEE 2 Y 2 <2p1+4r+2> = ( 2prtar ) om0 \2p2riit2

Pour k=0, k=1 et k = 2 on obtient les formules particuliéres:

né,(_l)"(zn‘f‘1)212n+1(x)=;cosx, U -
1@t Wbl =Fsinx . (29)
B (1P @n 1) B (9= 3 (cosx—3xsin®, . . . . . . (30)
né,(—l)"(%+2)‘Izn+z(x)=;(sinx+3xcosx), R )
ng(—l)n(zn‘*'l)”znﬂ(x):%{(1—15x2)cosx—15xsinx}, .. (32

5(—1)n(2n+2)612,,+2(x):§g(1—15x2)sinx+15xcosx;, .. (33)

n=

o

§(1—210 x?) cos x—x (63— 105 x2) sinx{, (34)

1 bMs

(—1)”(2n+l)812,,+1(x)=—'2£
b3 (—1)"(2n+2)® Iz,,+z(x):; $(1—210 x?) sin x+x(63—105x2) cos x}, (35)
0

n=
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F (1)1 @n 4 1)0 Ly (x) =

n=0

— % {(1—2205x2 + 945 x*) cos x—x (255—3150 x?) sinx}, (36)

o]

Z;(—l)" 2n4+2)" Ly (x) =

n—=

§(1—2205 x2 + 945 x*) sin x + x (255—3150 x?) cos x}, (37)

le

(=1 2n4 1) Lpy (x) =

I g

=£{(1—21120x2+51975x‘)cosx—x(1023—41580x’+10395x‘)sinx}, (38)
2

1@+ 2 2 han )=

Z-;-{(I—ZI 120x24-51975 x*) sin x+x (1023—41580 x2410395 x*) cos x{. (39)

6. Ensuite nous examinons pour » arbitraire et k entier > 0 la série:

S;,k(x):_j';(v-l-Zn)kIv-g.zn(x). C ... (40)

En faisant différence entre k pair et k impair nous trouvons, en appliquant la méthode
des paragraphes précédents, les formules:

k—1
szk+1(x)—1'2k v—l(x)+xsv+1 o(x)+x2 < 2k )Sv,+l,2p,+2(x)' (41)

p=0 2p|+2
Si awrale) = — 2Pk XLy (x) - x 3 (2"+ ‘)sv_l (%), . (41)
p=0 2p|+1

qui combinées conduisent aux formules récurrentes, que nous supprimons, parce que pour
u arbitraire la somme de la série S o(x) ne peut pas étre représentée par une forme finie.
Cela est bien possible dans le cas ou u est entier en vertu de la formule connue:

ZIn@ =111+ L)
de laquelle on déduit entre autres:
Sio(x)= 5 brualx)= 3 Inlx)—L(x) =4 {1—h(x)}. . (42)
n—

Posons dans (41) » =1 et dans (41') » = 2, nous trouvons selon (42) les formules
spéciales:

k—1
Si2k+1(x) = §1+2p§. (2p12:2>S2’,2p,+2(x), ... (43)

k
Sz’,2k+2(x):xp£o (22;_*_;11>Sltzpl+1(x). C.e .. (43)



r

2(—1)#(2r—2p-|—1)2'<+'_22,'2;( 2k ) 4 <2p,+2r—1> "2'2:1 <2p2r-—1+1

p—

0
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En combinant ces deux formules a la méthode analogue a celle des paragraphes précé-
dents, on obtient les formules récurrentes:

k— 1
Sl',zk+1(x):-32£§l+2x 21< 2k ) 3‘ (2p'+1)3{,2p,+1(x)§,. . (44)
P

=0 2p| + 2 =0 2p2 + 1
, 2( k[ 2k+t1 k=1 2k41\ By (zp,+2> , g )
S i 2 S x)C. (44
22¢42(%) 23p,§o(2p,+1)+ p£0(2p1+3>p£'0 2p,42 z2a2¥)(. (44)

De ces formules on déduit ensuite les formules générales:

Si 241 (x) = 3:0 (2n 4 1)+ Dpyy (x) =

x k k-r 2k ) P (2p1+2r—1> Par_ <2pz,_1+1)§
=91 2r
2 3 + rZ:‘Ix p12=‘0 (Zpl—l—Zt‘ pzévo 2p2+2r—1 pf‘:o 2p2r+ 1

IX

P — _i"o (2n+ 27442 L,y (x) =

X2 k 2r’f—f( 2k-+1 ) P <2p,—|—2r> P2r (2pz,+1 )
2.5 % 2o\ 2pt2rt1) 20 \ 20,4+ 2¢) 202041+ 1

Il est évident que les formules IX et X représentent la somme des séries

P2r+1=0

Lbvs

(2n + 1254 Ly (x) et i (2n + 2)%+2 (x)
n=0

n

par une forme finie et bien par une polynéme de x du degré 2k 4 1 resp. 2k + 2, dont les
puissances de x sont impaires resp. paires.

On peut aussi, d'aprés un théoréme de CAUCHY, développer en séries de puissances de

x les membres gauches de IX et X, ainsi:
(_l)m (%>2m+2n+1
‘ s S 2k+1 — 3 k1 P —
Sl,2k+l (x) nZ:’0(2n+1) IZIH-I (x) n2=1°(2n+1) mz_:'o m/(m+2n+l)! (45)
_a(x 2t r o (—1)P (2r—2p1)kH
“rfo (2) pfo p!(2e—p+1)!

et

(—])m <%>2m+2n+2

4 — % 2k+2 = U+2 —
Seaia (%)= 2 (nt2P2 hnia () = 2 (2420402 22— o = (46)

& [ x)\2r+2 Z’, (—1)P (2r—2p+2)%+2
2 ) p=0 plQr—p+2):

L'égalisation des coéfficients de puissances homologues de x dans les deux membres
de IX et X conduit aux identités importantes:

8

= . (47
p!(@2r—p+1)! P—0\2p,+2r) pi=0\2p,+2c—1)  py/=0 2p2,+1> 47)
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donc en particulier = O pour r > k;

5 1P @r2p2psr zzm’}'( 2k+1 ) J: (2p1-|-2r) A <2p,,+1 ) -
pe=0

p=0 pl(2r—p+2)! n=0\2p,+2r+1 2p,+2r ' }:;,“:o 2p2r41+1 '
donc en particulier = 0 pour r > k.

De plus il est évident qu'on peut remplacer les formules IX et X par les autres:

ﬁ 2r+1 r (_l)p (zr_2p+ l)2k+1
2) =0 pl@—p+D!

k x 2r+2 r (_1)p(2,_2p+2)2k+2 ,
Siwal= 3 ent2p it =3 (3) £ EETRERS L X

n—o0 r=
Les substituons k = 0, 1, 2, ... 5 dans IX et X ou dans IX’ et X' donnent les formules

IX’

r=0

® k
St 2k41(x)= £(2"+1)2k+112n+1(x): BN (

particuliéres:

S en 4 1) e )= (49)
S 0nt 2 =5, (50)
nzf(zn+1)312,,+l() —°2£(I+x’) R 1
"§(2n+2)*12n+2(x) "72(4+x2), N 7))
n§(2n+1)512,,+,(x) SA4+102+429. . . ... ... (53
n:i:‘)(2n+2)612n+z(x)—x72(16—}—20x2—|—x’). N (- 71
n§(2n+1)712,.+1(x) SO+ 4352428, . . . .. (55)
,._“ (2n + 2)® Lnsz (x) = —’;3(64+336x2+56x4+x6), S ... (56)
n§(2n+1)912n+1(x) %( +820x2 4966 x* + 84 x5+ %), . . (57)

2 (2n + 2)"0 DLpy2 (x) =

5 §(256+5440x2+23522x + 120 x5+ x%), (58)

% @n+1)" Ip (%) :% (147381 x2424970 x*+5082 x5+165 x*+x19), (59)

_2‘; (2n—|—2)‘212,,+2(x):%2(1024+87296x’+90112x‘+10032x5+220x3+x‘°). (60)
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