Mathematics. — Over het bestaan der oplossing van A*u = 0, die met
haar k— 1 eerste normale afgeleiden gegeven waarden aanneemt in
de punten van een gegeven gesloten kromme. I1I. By H. BREMEKAMP.
(Communicated by Prof. W. vAN DER WOUDE.)

(Communicated at the meeting of January 26, 1946.)

§ 5. Wij gaan nu over tot het bewijs van het bestaan der oplossing van
A'*'y =0 waarbij aan C
" Ou 0'u
"On' 0On? """’ On”
gegeven analytische functies zijn. Wij zullen dat bewijs geven voor » even

- v = 2u, het geval ¥ = 2 4 + 1 eischt slechts onbeduidende veranderingen.
Omdat A?+1y = 0, kunnen wij stellen

u =r%, + u,,
waarbij A’vy = 0 en Auy = 0.

Volgens de vorige § is dus (we nemen nu aan, dat wij onze stelling reeds
voor de vergelijking A”u — 0 bewezen hebben)
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Uit de gegevens aan C leiden we nu af
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waarbij @ = cos (n,r) een in elk punt der kromme bekende functie is,

aAUo

A*u=16 Avy+ 8ar + 2 A? vy = @,
—a%nizuagn”"+8ara—a%+2arA2v0+rza%:”°:qo5.
A"u:‘lsz"“v‘,-l-‘ika.z'aA U°+r2A"vo @2k
g g:u =4k(k+l)aAak%’—l—‘ikaraAa%lv"—l—ZarA"“vo—i-r’aAkvo = Q2k+1,

bA

A"u:‘l,uzA”‘lvo+4,uar——ﬂ+r2A“vo——q7“

waarbij f1, f2 ... fv+1 en ook o, @3 ... @y in elk punt der kromme bekende
functies zijn. Men toont de juistheid van die formules gemakkelijk aan met
behulp van een Bernoulliaansch bewijs. Voegen wij bij de vergelijkingen,

waarvan het tweede lid @2 en @3 is nog Avy = 0* v°-—|—ﬂasz %

waarbij ook # en y weer in elk punt der kromme bekende functies zijn, dan

. . s 0AY, 0o, . .
kunnen wij uit deze drie vergelijkingen Av,, "o " ~—- lineair uitdrukken
n

on?

1
on' ds " ds2°

Bij de twee volgende vergelijkingen voegen wij

aAvo_'_ aAUO

A2 Vo = 0? A 120) + 'B
()A 4] azAUO

waardoor we drie vergelijkingen krijgen, waaruit we A2v, an = o
n n

Avo

on
de daarop volgende vergelijkingen vinden we evenzoo A2v en

aA‘u_lvo

zoo gaan we door tot het voorlaatste tweetal, dat A#-1v,, en 5n

avo .aﬂ) 6

dus ook in vy, —, 35 8 a,.I,It

on
aAZUo
on '

. 0
kunnen oplossen in Avy en

oplevert. Door dat alles in de integraalvoorstelling voor v(Q) te substitueeren
vinden we

vo(o>—f%Avo(P)+B°"°‘p’+c°"°‘P’+D°’”°‘P’

ds, (27)

waarin A, B, C, D bekende functies zijn, opgebouwd uit a, §, y en Hy en
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haar afgeleiden, waarbij wij moeten opmerken, dat in A een term voorkomt

v—]H
94 , die, wanneer P en Q tot een zelfde punt van de kromme

~on

naderen, een enkelvoudige oneindigheid krijgt. In (27) substitueeren wij nu

me

Qo __ o 20r(, u) _ Oup dup
on ~ r? r On <f' r’) on =g+ du — on’

o, _ 0 (fi 2 0r 1 0wy __ 1 0y

Os _5_8(7)_{_?_5'% 2 ds Lt 2 0s '

0’ ) 192
aTvzo': y+ Ay ug+ % - uo ?{asl;o'

waarin gy, ¥1, Yo, 4, 41, 1o en %5 bekende functies zijn. Daar uy = f; —r2v,
en Auy = 0, hebben we

1 " Q) ,, , 1 oG(P.Q) ,,
w0 B)=— 5 [ 6@ G2 Has o [ e0@ PG F s
C C

De vergelijking (27) wordt dus
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Deze vergelijking is het analogon van (20). Wij zullen ze ook op
de zelfde manier behandelen, zoo vinden we b.v.
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enz., waardoor we geraken tot een integraalvergelijking
% @=F(Q+ [w(@)KQQ)ds. (28)
¢

waarbij
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C
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Q .
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Os r2Q s 0ny, T 0s? % 0ng

Het bewijs van deze formules komt geheel overeen met het behandelde
in § 3. Wij merken nog op, dat bij de afleiding van de laatste twee termen
in de integrand, na omkeering der integratievolgorde, de binnenintegraal
door partieele integratie herleid is.

Uit de vergelijking (28) lossen wij nu op v,. en dan wordt door
t2oc + toc = fi uoc bekend en daardoor u,, dus ook
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en daardoor

en dus ook
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Stellen wij nu vy = r2v; + u,;, waarbij A?-1v; =0 en Au; =0, dan
wordt aan C bekend

r2vic + mc =1y, (%) (Fvy)e + (%—Z—') =y
C

v—1 v—1 u
— (;ﬂy—_l) (F2vy)c + (Eﬁ)c: Yyt

Van deze » vergelijkingen kan de laatste vervallen, zoodat er nog »—1
vergelijkingen overblijven. De functies v, ... wvy_ zijn namelijk zoo bepaald,
dat wanneer wij met behulp van de eerste » —1 vergelijkingen v; en u;
zoo bepalen, dat A*-1v; = 0 en Au; = 0, aan de laatste vanzelf voldaan
is. Het vraagstuk u; en v; uit deze gegevens te bepalen komt overeen met
het vraagstuk uy en v, te bepalen uit de gegevens over u met vervanging
van »door » — 1. Vervolgens stellen wij v; = r2vs + up waarbij A?—2v, =0
en Aus = 0, de bepaling van v, en us geschiedt dan weer op de zelfde
wijze, waarbij de reeds gebruikte gegevens aan den rand ons de noodige
v — 2 vergelijkingen leveren. Zoo gaan we door. Ten laatste komt er
UVv_g =r2vy_; + uy_; met Avy_; en Auy_; = 0.

Het stelsel vergelijkingen, dat wij uit de reeds gebruikte gegevens aan C
afleiden (analoog aan de vergelijkingen 21 en 22 in § 3) is dan gelijk-
waardig met één vergelijking, daar voegen wij nu de nog niet gebruikte
laatste van het stelsel vergelijkingen, dat de gegevens aan C uitdrukt, het
stelsel van het begin van § 5, bij ,analoog aan vergelijking 23). Het zoo
verkregen stelsel vergelijkingen behandelen we geheel als het stelsel, ge-
vormd door 21, 22 en 23, waardoor we weer geraken tot een vergelijking
van POINCARE, waaruit we vy_q,c oplossen, zoodat vy_; en uy»_; en daar-
door ten slotte u bekend worden.

Het geval, dat een der integraalvergelijkingen, die wij bij de behandeling
ontmoeten onoplosbaar blijkt, kan zich niet voordoen, anders zouden wij
gegevens kunnen construeeren, waarbij het vraagstuk oneindig veel op-
lossingen toelaat, wat zooals wij weten onmogelijk is.

§ 6. Wanneer we A opvatten als den operator van LAPLACE in drie
veranderlijken, heeft de vergelijking A*u =0 een binnen S geldende
Ou 0%u 0F'u
a—ng a—rlz'oo. W
punten van het gegeven gesloten oppervlak S, dat in ieder punt een bepaald
raakvlak heeft, gegeven waarden aannemen. Wanneer we, analoog aan
het voorgaande, daarbij aannemen, dat, wanneer we in een willekeurig
punt van het oppervlak een rechthoekig coérdinatenstelsel aanbrengen met
de normaal als z-as, in de omgeving van den oorsprong de z van een punt
van het oppervlak een analytische functie is van x en y, zoodat we door

(ondubbelzinnig bepaalde *) oplossing, waarbij u, in de

*) Cf. H. BREMEKAMP, Over de bepaaldheid der oplossingen van A*u =0, Proc.
Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 48, 222 (1945).
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een draaiing van het coérdinatenstelsel om de z-as kunnen krijgen
z—=ax2+by2+...,

dan hebben we in het voorgaande bijna niets te veranderen. Alleen zullen

we den aard der singulariteit der te gebruiken functies van GREEN opnieuw

moeten vastleggen. Wij zullen het in § 4 behandelde voor de nu beschouwde

vergelijking moeten wijzigen.

Wij bepalen nu een functie H» (P, Q) door de volgende eischen:

10. Als P en Q willekeurige punten binnen het oppervlak S zijn, geldt
voor P £ Q, A*H»(P,Q) = 0.

20, - Als P - Q kan men stellen H, (P, Q) = 02?-3 + h, (P, Q), waar-
bij ¢ den afstand PQ aanwijst en hy (P, Q) doorloopende partiéele
afgeleiden tot die van de orde 2w inclusief heeft, h» voldoet dus in het
geheele gebied binnen S aan A’hy = 0.

30, H, (P, Q)’aHy (P, Q)' 0’H, (P, Q) o—'H, (P, Q)

on In? on*!
als P naar eenig punt van S gaat.

De hulpstelling

f(uA"U'—-U'A"U)dt=f<UM—%i—IA”"U’+

gaan naar nul,

on

AL oW AN U
“on AT UGS

analoog aan de hulpstelling van § 4 wordt op geheel de zelfde manier
bewezen. Hierin nemen wij nu voor U de gevraagde functie u, voor U’ de
functie H» en voor het integratiegebied het gebied tusschen het gegeven
oppervlak S en een bol om Q met straal § zoo klein, dat de bol geheel
binnen S ligt. Het eerste lid wordt dan nul. In het tweede lid moet de
integraal over den bol van teeken omgekeerd worden als we de normaal
in de richting naar buiten nemen, waardoor differentiatie naar n op het
zelfde neerkomt als differentiatie naar g. De integraal over den bol blijkt
weer onafhankelijk van 8 en wij berekenen die door & tot nul te laten
naderen. Wij hebben dan aan den bol, als we alleen de grootste termen
opschrijven

+AU

U’)da

dH,
de

A H, = (2v—3) (2v—2) 0?5 +....
A?H, = (2v—5) (2v—4) (2v—3) (2r—2) 0¥ " +.. ..

=(2r—3) o> *+....

A H, = (2v—2)1% .

ANGY > id 1
'—55—-:—(27—2)!‘9_2+o-'.
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Voor de integraal over den bol in het tweede lid van onze hulpstelling
levert dus alleen de eerste term van de integrand iets op en wel
—(2v—2)! 42U (Q). Wij vinden dus voor v = 2 u

4(2v—2)!nu(Q)=—f<ua_A_av_-nl_I_II_a_uAv—le_'_
S

on
0 A?H, A
-I—Au—én——....——-an—A"Hy)dn

envoor v = 2u+ 1.

4(2—2) nu(Q= _f( A"'H _du a4

on
OAH, 8 AP 0 A*H,
+an B0 OBTE p gy e 05 >da.
u 07 lu
Zijn nu aan S de waarden van u, — S 51 9egeven, dan kunnen wij
n n
daaruit de waarden vinden van alle partiéele afgeleiden tot inclusief, die van
ou 0Au 0A*u
de orde »— 1. Daardoor worden voor v =2 u ook —, A u, s s —
on’ on on
bekend en voor v = 2u +1, g_u Au, ... Atu. Door de laatste formules,

die het analogon zijn van (25) en (26) wordt de waarde van u in een
willekeurig punt binnen S uitgedrukt in de gegevens aan S.

Overigens loopt het bewijs geheel zooals voor het in de vorige §§ be-
handelde geval.



