
Mathematics. - Over het bestaan der oplossing van !:::/u = 0, die met 
haar k - 1 eerste normale afgeleiden gegeven waarden aanneemt in 
de punten van een gegeven gesloten kromme. 111. By H. BREMEKAMP. 
(Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of. January 26. 1946.) 

§ 5. Wij gaan nu over tot het bewijs van het bestaan der oplossing van 
Llv+1 u = 0 waarbij aan C 

gegeven analytische functies zijn. Wij zullen dat bewijs geven voor y even 
- v = 2 ft. het geval y = 2 ft + 1 eischt slechts onbeduidende veranderingen. 

Omdat 6"+lU = O. kunnen wij stellen 

waarbij 6 "vo = 0 en 6uo = O. 
Volgens de vorige § is dus (we nemen nu aan, dat wij onze stelling reeds 

VOor de vergelijking 6 "u = 0 bewezen hebben) 

22"-1 (v-l)J2nvo(Q)= J~ Vo (P) OLl~-IO~: (P.Q) O~~) Ll"-I H,,(P.Q) + 
c 

Uit de gegevens aan C leiden we nu af 

- 2 _ f Ou - Or 2 oVo ouo - f u-r Vo+Uo- 1,~-2r~vo+r ~+~- 2 •••• 

O"u _ 0"-(1'2 vo + uo) 
On" - on~ = (,,+1. 

en dus ook 

6 u = -4 vo + -4 a I' ~~ + 1'2 Ll Vo = qJ2. 

àLlu oVo 02vo àLl vo_ 
();;- = 8 ~ + -4 ar on2 + 2 a I' Ll Vo + r ~ - qJ3' 
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waarbij a = cos (n , r) een in elk punt der kromme bekende functie is. 

tJ.2u=16tJ.vo+8ar o~vo +r2tJ.2vo=1P1' 

o tJ. 2 U _ 2..1. 0 tJ. Vo + 8 02 tJ. Vo + 2 A 2 + 2 0 tJ. 2 
Vo _ 

On -"'Ion ar on2 a r u Vo r On - IPs. 

. 0 tJ.1'-1 V 
tJ.1' U = 4,u2 tJ.1'-1 Vo + 4 ,u a r 0 + r2 tJ.1' Vo = lP". 

On 

waarbij f1. f2 .. . fY+1 en ook IP2 . IP3 ... IP y in elk punt der kromme bekende 
functies zijn. Men toont de juistheid van die formules gemakkelijk aan met 
behulp van een Bernoulliaansch bewijs. Voegen wij bij de vergelijkingen. 

02V 02V ov 
waarvan het tweede lid IP2 en IP3 is nog .0.vo = on 2o +,8 èls20 + y oso. 

waarbij ook ,8 en y weer in elk punt der kromme bekende functies zijn. dan 

kunnen wij uit deze drie vergelijkingen .0.vo. O~:o en ~~o lineair uitdrukken 

. oVo oVo 02vo 
m voo on' as en OS2 ' 

Bij de twee volgende vergelijkingen voegen wij 

A 2 _ 02 tJ. Vo + R 02 tJ. Vo + 0 tJ. Vo 
u Vo - on2 t' OS2 y Os • 

d d ' l"k ' k .. ' ''2 dtJ. 2vo 0
2 tJ.Vo waar oor we fle verge IJ mgen flJgen. waaruIt we u vO o ~ en ~ 

k I . " otJ.vo d k . oVo oVo 02vo U 't unnen op ossen tn uvo en -.::0.- us 00 tn voo ::.-' î'" en 'î?' 1 
un un uS uS-

de daarop volgende vergelijkingen vinden we even zoo .0.2v en o~~vo, 
otJ..u-lv 

zoo gaan we door tot het voorlaatste tweetal, dat .0.I'-lvo. en On 0 

oplevert. Door dat alles in de integraalvoorstelling voor v(Q) te substitueeren 
vinden we 

Vo (Q) J~ A Vo (P) + B 0 vÖ~P) + C 0 vÖ;P) + D 0
2 

~~~P) ~ ds. (27) 

c 
waarin A. B. C. D bekende fuilCties zijn. opgebouwd uit a. ,8. y en H., en 
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haar afgeleiden, waarbij wij moeten opmerken, dat in A een term voorkomt 
O!::;,.~-IH 

met On ~, die, wanneer P en Q tot een zelfde punt van de kromme 

naderen, een enkelvoudige oneindigheid krijgt. In (27) substitueeren wij nu 

avo _ f2 _ ~ or (ç _ uo) _ oUo _ + Àu _ oUo 
on - r 2 r on ti r on - g lOon ' 

waarin gl' 'IJlt. 'IJl2, 2, À1' À2 en "2 bekende functies zijn. Daar Uo = f1 - r2vo 
en L.uo = 0, hebben we 

Uo (P) = - -21 
Jfo(Q') o Go(P, Q') ds' + -21 Jro' vo(Q') 0 Go(P, Q') ds'. 

n n~ n n~ 
c c 

De vergelijking (27) wordt dus 

vo(Q) = J[(Bgl + C'IJl1 +D'IJl2)- 2
1
n(ÀB+À I C+À2D)J ft (Q') 0 Go~~,Q') ~s' + 

c c 

+ ~Avo(P)- BJfl (Q') 0
2 

G(P, Q') ds' + BJrQI Vo (Q') 0
2 

G(Po Q') ds' + 
~ 2n onp onQI 2n anp on QI 

c 

+ ~ (_ ~ +" D)JÇ (Q') 0
2 

G (Po 9') d$' + 
2n r 2 2 t 0 os On 

J p Q 

+ ~ (.f.. _ "2 D)Jr2 I Vo (Q') 0
2 
G (Po C?') ds' - ~ ~ j fl (Q') 0

3
;; (P, Q') ds-

2n ri> Q osp onQ 2n rp 0 Sp onQI 

1 D J 2 (Q') 0
3 

G (Po Q') d ' ~ ] d --2 -2- r QI Vo ;:,.2;:" S S. 
n rp u Sp un QI 

Deze vergelijking is het analogon van (20). Wij zullen ze ook op 
de zelfde manier behandelen, zoo vinden we b.v. 

J~ (À B + ÀI C + À2 D) J ro' Vo (Q') 0 Gà~,Q') ds' ~ d$ = 

= J Vo (Q') ro' ~ J (2 B + ÀI C + À2 D) 0 GO~, Q') ds ~ ds' . . 
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enz., waardoor we geraken tot een integraalvergelijking 

Vo (Q) = F (Q) + J Vo (Q') K (Q, Q') ds', 

c 
waarbij 

F (Q) = J (Bg l +C lP! + D lP2) ds -

c 

-2~.r~ (.l B + .ll C + .l2 D) J fl (Q') 0 G ~~,Q') ds' ~ ds 

c c 

-~JBdsJfl (Q/)02G(Q,Q/) ds' + 
2,n onp onQ, 

c c 

en 

(28) 

K(Q, Q/)= _1 r~, ~J(.lB+.l! C+.l2D) 0 G (Q, Q/) + B 0
2 

G (Q, Q/)_ 
2 n ? 0 nQ, 0 nQ, à nQ 

_ ~ (~ _ "2 D) 0 G (Q, Q') _ 0
2

2 
(r;) à G (Q, Q') t ds. 

Os r Q on Q, Os r Q onQ, ~ 

Het bewijs van deze formules komt geheel overeen met het behandeld~ 
in § 3. Wij merken nog op, dat bij de afleiding van de laatste twee termen 
in de integrand, na omkeering der integratievolgorde, de binnenintegraal 
door partieeIe integratie herleid is. 

Uit de vergelijking (28) lossen wij nu op Voc en dan wordt door 

r2voc + Uoc = fl Uoc bekend en daardoor ua, dus ook 

en daardoor 

en dus ook 
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Stellen wij nu Vo = r2Vl + ulo waarbij 6Y-lvl = 0 en 6Ul = 0, dan 
wordt aan C bekend 

2 + _ ( a) 2) (a UI) _ r VIC UIC - 11'0' a n (r VI C + anc - 11'1' 

( 
a~-I ) (a

Y

-

1 
U ) 

. . .. a nY - 1 (r2 VI)C + a n~-II C = V'~-I 
Van deze v vergelijkingen kan de laatste vervallen, zoodat er nog v-I 

vergelijkingen overblijven. De functies '11', •.. V'Y-l zijn namelijk zoo bepaald, 
dat wanneer wij met behulp van de eerste v -1 vergelijkingen VI en UI 

zoo bepalen, dat 6Y-lvl = 0 en 6Ul = 0, aan de laatste vanzelf voldaan 
is. Het vraagstuk UI en v 'l uit deze gegevens te bepalen komt overeen met 
het vraagstuk Uo en Vo te bepalen uit de gegevens over U met vervanging 
van vdoor v-I. Vervolgens stellen wij VI = r 2 v2 + U2 waarbij 6Y-2v2 = 0 
en 6U2 = 0, de bepaling van V2 en U2 geschiedt dan weer op de zelfde 
wijze, waarbij de reeds gebruikte gegevens aan den rand ons de noodige 
v - 2 vergelijkingen leveren. Zoo gaan we door. Ten laatste komt er 

VY-2 = r2 vY_l + UY-l met 6VY-l en 6UY-l = O. 
Het stelsel vergelijkingen, dat wij uit de reeds gebruikte gegevens aan C 

aJfleiden (analoog aan de vergelijkingen 21 en 22 in § 3) is dan gelijk~ 
waardig met één vergelijking, daar voegen wij nu de nog niet gebruikte 
laatste van het stelsel vergelijkingen, dat de gegevens aan C uitdrukt, het 
stelsel van het begin van § 5, bij ,analoog aan vergelijking 23). Het zoo 
verkregen stelsel vergelijkingen behandelen we geheel als het stelsel, ge~ 
vormd door 21, 22 en 23, waardoor we weer geraken tot een vergelijking 
van POINCARÉ, waaruit we VY-l' c oplossen, zoodat VY-l en UY-l en daar~ 
door ten slotte U bekend worden. 

Het geval, dat een der integraalvergelijkingen, die wij bij de behandeling 
ontmoeten onoplosbaar blijkt, kan zich niet voordoen, anders zouden wij 
gegevens kunnen construeeren, waarbij het vraagstuk oneindig veel op~ 
lossingen toelaat, wat zooals wij weten onmogelijk is. 

§ 6. Wanneer we 6. opvatten als den operator van LAPLACE in drie 
veranderIijken, heeft de vergelijking 6 ku = 0 een binnen S geldende 

, .. * . .. au ö2u ak-Iu. 
(ondubbelzmmg bepaalde ) oplossmg, waarbij u, -a ' -a 2'" a k-I m de . n n n 
punten van het gegeven gesloten oppervlak S, dat in ieder punt een bepaald 
raakvlak heeft, gegeven waarden aannemen. Wanneer we, analoog aan 
het voorgaande, daarbij aannemen, dat, wanneer we in een willekeurig 
punt van het oppervlak een rechthoekig coördinatenstelsel aanbrengen met 
de normaal als z~as, in de omgeving van den oorsprong de z van een punt 
van het oppervlak een analytische functie is van x en y, zoodat we door 

*) Cf. H. BREMEKAMP, Over de bepaaldheid der oplossingen van t:.ku = 0, Proc. 
Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 4-8, 222 (1945). 
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een draaiing van het coördinatenstelsel om de z~as kunnen krijgen 

z = a.x2 + b y2 + ... , 
dan hebben we in het voorgaande bijna niets te veranderen. Alleen zullen 
we den aard der singulariteit der te gebruiken functies van GREEN opnieuw 
moeten vastleggen. Wij zullen het in § -4 behandelde voor de nu beschouwde 
vergelijking moeten wijzigen. 

Wij bepalen nu een functie H~ (P, Q) door de volgende eischen: 
1°. Als P en Q willekeurige punten binnen het oppervlak S zijn, geldt 

voor P"=j= Q, 6~H~(P, Q) = O. 
20 . . Als P ~ Q kan men stellen H~ (P, Q) = e2~-3 + hy (P, Q), waar~ 

bij e den afstand PQ aanwijst en hy (P, Q) doorloopende partiëele 
afgeleiden tot die van de orde 2'V inclusief heeft, h~ voldoet dus in het 
geheeIe gebied binnen S aan 6~h~ = O. 

30 H (P Q) oH~ (P, Q) o2H,. (P, Q) o~-'H~ (P. Q) I 
• y , , On • iJn2 .. . On~-I gaan naar nu , 

als P naar eenig punt van S gaat. 
De hulpstelling 

J
(U [:).y U' - U' [:).~ U) dl =J(U 0 [:).Y-I U' _ 0 U [:).v-I U' + 

On On 

+ [:). Ua [:).~-~ U' _ .... [:).H uaa~' _ a [:).;~l U U')da 

analoog aan de hulpstelling van § -4 wordt op geheel de zelfde manier 
bewezen. Hierin nemen wij nu voor U de gevr?agde functie u, voor U' de 
functie H ~ en voor het integratiegebied het gebied tusschen het gegeven 
oppervlak S en een bol om Q met straal <5 zoo klein, dat de bol geheel 
binnen S ligt. Het eerste lid wordt dan nul. In het tweede lid moet de 
integraal over den bol van teeken omgekeerd worden als we de normaal 
in de richting naar buiten nemen, waardoor differentiatie naar n op het 
zelfde neerkomt als differentiatie naar e. De integraal over den bol blijkt 
weer onafhankelijk van <5 en wij berekenen die door <5 tot nul te laten 
naderen. Wij hebben dan aan den bol. als we alleen de grootste termen 
opschrijven 

o Hy _ (2 3) 2.-i + 
~- v- e .... 

[:). H. = (2'V-3) (2v-2) e2.-5 + .... 
[:).2 H. = (2v-5) (2v-i) (2v-3) (2v-2) e2~-7 + .... 

1 
[:)..-1 H. = (2'V-2)/- + .... 

e 
a [:).·-'H· 1 

à =-(2v-2)/"2+ .... e e 



Voor de integraal over den bol in het tweede lid van onze hulpstelling 
levert dus alleen de eerste term van de integrand iets op en wel 
-(2v-2)! 4nU(Q). Wij vinden dus voor v= 2ft 

J( 
a 6~-IH au 

4 (2v-2)! nu (Q) = -:- u 0 n ~ - 0 n 6~-1 H~ + 
s 

+ /\ 0 6:-2 H~ _ _ à 6-1 
U /\ I' H ) J 

U. u 0 n . . • . 0 n u. y u(J 

en voor v = 2 ft + 1. 

4 (2v-2)! ft u (Q) = - J ( u 0 6;: H~ - ~ ~ 6"-1 H~ + 
s 

+ /\ 0 6 Y
-

2 H" _ . _ 0 61'-1 U /\ I' H + /\ I' 0 61' H~) d 
u. u 0 n . . . . 0 n u. ~ u. u 0 n o. 

Z ·· S d d Ou O~-IU d k .. IJn nu aan e waar en van u, on' ... on~-I gegeven, an unnen WIJ 

daaruit de waarden vinden van alle partiëele afgeleiden tot inclusief, die van 
. Ou o6u o61'- l u 

de orde v-I. Daardoor worden voor v = 2 ft ook on' 6 u, a;;-.. ' Ön-

ou . 
bekend en voor v = 2 ft + 1. on' 6.u, ... 6.l'u. Door de laatste formules, 

die het analogon zijn van (25) en (26) wordt de waarde van u in een 
willekeurig punt binnen S uitgedrukt in de gegevens aan S. 

Overigens loopt het bewijs geheel zooals voor het in de vorige § § be
handelde geval. 


