Mathematics. — Eigenschappen der oplossingen van A¥=0. By
H. BReMEKAMP. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.)

(Communicated at the meeting of October 27, 1945.)

§ 1. Wij willen bewijzen, dat, als in zeker gebied Au = 0, waarbij A
den operator van LAPLACE in twee onafhankelijk veranderlijken voorstelt en
u een functie is, waarvan de partiéele afgeleiden tot en met die van de
2 kde orde bestaan, dan is in hetzelfde gebied A*r2¥-2u — 0, waarbij
den afstand voorstelt tot een willekeurig punt, dat wij als oorsprong van
codrdinaten kiezen.

Wij beginnen met een paar hulpstellingen.

I. Als Au=0, is ook Ara—u: 0.

or
Bewijs.
6u
o T a_x+y$'
ou _ _0Au 0Au
T +2ax2 A”a =¥y T2 ayz'
dus Arg—:xaanu—}— aAu—{—ZAu dus als Au=0, Ar

i Ar”‘u—rz"Au-}—‘ler"‘ +4k2r2" 2u.

Bewijs. De betrekking geldt voor k = 1, immers

0?2 0%u Ou

Py (x%u) = Py + 4x 5> + 2u,
dus

0? 2 0

W(tzu)zrz% +4xa—:lr+2u.

Evenzoo

P ¥,

35 (rPu)=r 392 +4y 5 + 24,
dus

A r? u—rzAu-l-‘lr +4u. A ()|
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Als ze geldt voor zeker natuurlijk getal k, dan is (volgens de laatste
formule)

Arz"”u:rzAr”‘u—}-‘!r%(rz"u)-i—‘lrz"u
—rz"”Au-}—‘lkrz"“ +4k2r2ku+4r2"+‘ +8kr2"u+4r2"

= 2%+2 Ay 4 4 (k+1) rzk+l 2+ 4 (k1)

De betrekking geldt dan dus ook voor k + 1.

De hoofdstelling bewijzen we nu ook door volledige inductie. Gegeven
zij Au = 0 en wij nemen aan, dat bewezen is, dat dan A*r2¥-2y — 0, dan
is, met toepassing van hulpstelling 11

DK 2k = NK (A r7F u) = 4 k Ak k-2 (r gg) + 4k? Ak rk—2y,

Nuis Ar g—: = 0 volgens hulpstelling I, dus volgens het bij de volledige
ou

inductie onderstelde A#r2k-2 ra— — 0 en ook Akr2k-2y4 — 0, dus
m A

A¥+1r2k y — 0, waarmee de bovengenoemde stelling bewezen is.

§ 2. Wij zullen nu verder bewijzen, dat iedere oplossing der ver-
gelijking A¥u — 0 kan gebracht worden in de gedaante

u=rk 2y, -ty 2k, + . Pugr Uk, . (2)

waarbij ug, uy, .. .. ukx_, harmonische functies zijn.

Deze stelling geldt voor k = 1. Om tot een bewijs door volledige inductie
te geraken, is het voldoende te bewijzen, dat, als A*+1u — 0, er twee
functies u, en v te vinden zijn zoo. dat

u=r*uyy+v . . . . . . . . . (3
met Auyg = 0 en A*¥v = 0. Dan moet dus A*r2¥uy = A*u = «, waarbij «
een gegeven functie is zoodanig, dat Ae = 0.

Wij bewijzen nu vooreerst: als Ag =0, geldt voor een willekeurig
natuurlijk getal h:

d , ,\( 9 d
h .2h — h —_ _
Ahgth g — 122 (rar—}—h/) (rar-{—h l)....(rar—{—l)q).. )

Deze betrekking geldt volgens hulpstelling II voor A = 1. Geldt ze voor
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een natuurlijk getal h, dan hebben we ook, onder toepassing van die zelfde
stelling

NI 2042 g — NBO\ 2042 g —

ZA"%!‘”’”A(}?—}-Q(’!—}-l)rzh*'g—(’;+4(h+l)zr2h¢$=

:4(h+1)3A"r2" (r%—(f) +(h—1‘—l)A"r2"<p$

en dus door toepassing der formule, die bij de volledige inductie als bewezen

is aangenomen, daar volgens hulpstelling I ook Ar oF =0,

or

h h s 2 ) g _ | g ‘ _a_
A1 g2 +2<p—(h+l)!22”+23(rar+ h’ (rar+h 1) (gt )rartp

+(h+1)(ra%+h) ....(yréa—r+1)¢$.

dus
d \ [/ 9 d
a—r+h+l) (ra—r—l— h) ....(ra—r+1)¢p.

De betrekking geldt dan dus ook voor h + 1.
De toepassing op ons geval geeft

[\Rh+1 p2h+2 o= (h+ 1) / 22(h+l)(-r

0

ANk 2k gy — | 22 (r(%-kk") (ra—r—i—k—]‘).... (raa;_%—l‘) go=a . (5)

Wij kunnen deze differentiaalvergelijking in den vorm brengen

D ()

ak
ork (" 40 = g

Hieraan voldoet

r ek k-1 €3 2

1 Al
UOZWfkodek_lf....fd@zfadgl.
0 0 0 0 0

Door verandering der integratievolgorde herleiden wij dat tot

r

1
uo:kl(k_l)lzurkfa(r-@,)"“dgl. s w = & I

0

Wij willen nu bewijzen, dat voor de zoo bepaalde u, geldt Aug =0,
verder volgt uit de manier, waarop u, verkregen is, dat Akr2tuy, = a,
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zoodat, als wij stellen v — u—r2*u,, inderdaad A*v = 0. Voor het bewijs,
dat Auy, = 0 speelt een constante factor geen rol. We beschouwen daarom

r
1
u:r—""J a(r—o)'do,

0
en berekenen Au met behulp van poolcobérdinaten. Wij vinden

9 ko[ k—1 [
a—‘,‘=—,-mj wle—of 1 do+ ¥ 7 [ale—elrde,
0

> . .
_u k(k+l)J —o)f'dp — 2"‘:—1'(1,;-1‘llfa(f'_&’)’h2 do +
0

tk+2

(k—l)(k 2)

ok —Q)k—5d9v
0
0? 0%a
61_9[; faﬁz (r—o)-'do.
0
_ 0%a azu . 9_ a_a‘
Daar 8a=0.is 592 = ( 502 ¢ )"_969 (9 60)'

bzu_ 1 : B I} Jda -
o= [0 o5y o5y de=

: d
i [ 1= D —a¥ o+ (—o¥ o S do=
L[ k=2 (| o2 0a 1 f —
— [tk e Srde= 5 1 — k=2 (0t (ke?—r0)+
0 0

+ (r—0)f2(2ko—r)} a do = ;l—kjf —k?02+(3k—1)ro — ¥ (r—o)3ado.

Dus

u 10w 10%
Aa= r2+r—a—r+ hr i

r

= ,Tlfz (r—0)** a {k? (r—0)?—(k—1) (2 k—1) r (r—0) + (k—1) (k—2) r’—
0

— k202 +(3k—1)ro—r? do.
Au=0.
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Deze stellingen openen een weg voor het bewijs van het bestaan van een
oplossing der vergelijking A*u—=0 in het gebied binnen een gesloten
kromme, die met haar k—1 eerste normale afgeleiden aan die kromme
gegeven waarden aanneemt, door deze zaak terug te brengen tot het bewijs
van het bestaan van een stelsel van k functies, die in het gebied binnen die
kromme harmonisch zijn, en continue partieele afgeleiden hebben tot
inclusief die van de 2kde orde, terwijl aan de kromme voldaan wordt aan
k lineaire betrekkingen tusschen die functies en haar k—1 eerste normale
afgeleiden.

§ 3. Om de analoge stellingen te bewijzen, voor het geval, dat het
symbool A den operator van LAPLACE in drie onafhankelijk veranderlijken
voorstelt, hebben we in het vorige slechts weinig te veranderen.

Hulpstelling I: Als Au = 0, is ook Ar%::o, blijft gelden.
Hulpstelling II luidt nu:

Ar"‘u:r”‘Au—l—‘ikrz"“‘g—: +2kQk+ )r*2u. . (8)
Om die te bewijzen, hebben we

2 2
%(xzu):ng—x—l;-i—‘lxg—z_—i—Zu.

dus
2 2
éax—z(rzu):rzgx—l;—k‘lxgi—FZu.
Evenzoo
0? 0%u Oou
a—yz(rzu):rza—yz—{—‘lyal;—}—Zu,
0 2 _ 291 Ou
aZz(r uy=r a—zz+4zaz+2u,
dus

A(rzu):rzAu-}—‘ir%—%—éu.

De betrekking (8) geldt dus voor k = 1. Geldt ze voor een natuurlijk
getal k, dan is

du

Ar?k+2 y=/N\r? (e u)=r?*+? Au+4k 2 *+! g—l:—i— 2k (2k+1)r* u+ 4 r”‘“ar +

L8kt 61Ky =2k Ay (k1) 4 g—;‘ + (2k+2) 2k+3) £ u,

en geldt de betrekking (8) dus ook voor k + 1; daaruit volgt, dat ze voor
ieder natuurlijk getal geldt. '
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Om nu te bewijzen, dat, als Au = 0, ook A*r2¢¥-2u — 0, merken we op,

dat als Au = 0, ook Ara—u: 0 en wij hebben, bewezen aannemende, dat

or
A ke2k-24 — (),

Nk g2k — N\K (r”‘Au-}—‘lkr’"“%-{—-Zk(Zk—i—l)rz""2 u) o=

4k Ak k=2 (rg—:)—}— 2k 2 k+1) Ak =24 =0,
waaruit volgt, dat de betrekking voor ieder natuurlijk getal k geldt.

§ 4. Verder bewijzen we, dat ook nu, als A¥+1u — 0, er twee functies
uy en v te vinden zijn zoo, dat

u=r*uyy+v,. . . . . . . . .0

en dat Aug =0 en A*v=0.
Dan voldoet dus u, aan

Ak r2k gy —q,

waarbij a = A*u en dus Aa = 0.
Nu geldt, als Agp = 0, voor een natuurlijk getal h

9 ) ;
h h [ h
Ohetho=~h!2 (2r6r+2h+1)(2rar+2h l)

\ i \ /

.(;21'66—"-{-3)(;). . (10)

Immers volgens het bovenstaande geldt deze betrekking voor h = 1;
geldt ze voor een natuurlijk getal h, dan is

AR 2042 g — R )\ p2h¥2 g —
= Ak grz’”qu’—!“*(h—l-l)r”’“% +(2h+2)(2h+3),2n¢§:
=4(h+1) At (rg—‘f) +(2h+2) (2h+3) Ak r2h g =

- d | d k)
h!2"3‘1(h+1)(2r6—r+2h+1) (2ra~r+2h——1).“ (2r6_1'+3)r6r¢

D : 3\ 4
+(2h+2)(2h-|—3)(2ra—r+2h+l> ....(2r0—r+3)<pg—

0 3 , d
(h41) 128+ (zra—r+2h+3> (Zra—r-}—Zh—rl) ....(‘Zr&-f— 3)¢

en (10) geldt dus ook voor A + 1.
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Wij vinden dus

0 0 “
k 22k P— k
Ak ek gy =k!2 (2r6t+2k+l) (Zrar—{—ZkA 1)

| ..(Zraa—r—l—-fl)uo:a. (11)

Deze differentiaalvergelijking brengen we in den vorm

ok 1
a—!_k(r"H u,) =it

Daaraan voldoet

k[22k,k+§J d"kfdek 1o .- fael*denz

! ' _
= kT (e—1) 127 <+ f agt(r—ef™ de.
0

Wij hebben te bewijzen, dat ook nu voor de zoo bepaalde functie uq uit

Aa =0 volgt Auy = 0. Bij dit bewijs speelt een constante factor weer
geen rol. We beschouwen dus

r
l ad
uzm—tj apt(r—o)f-'do .

0

(12)

en berekenen Au met behulp van bolcoérdinaten (r, ¢, 9). Wij vinden

,90 PRI o v i
o= r-,l‘—_i/, agt(r—ef'de+ =y f ag!(r—o)*?de,
Y 0
d/,0 K—1/. [ | |
Or( a:)_ ,7‘:{/41 aol(r—o)'do (k l)(Zk ) 2 b (o) d +
0
k—2
(k _21_3/_) a ot (r—o)*> d o,

%)_vg_fﬁs_

sin? @ 09?

1 1 0 da 1 0%a
—;mfe‘(r—e)"“3sm¢pa—(smwa¢)+——€d .
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Daar Aa = 0, kunnen we voor de laatste integraal schrijven
t [, da
N Fp—p)k—1 Y [ 2 99
0

en door achtereenvolgend partieel integreeren herleiden we dat tot

L, L , d
1 [ 14 el — (D) ¢l (=l 0 5t do =
0

— o[l = 3k el (k1) kD)o adle.

0

Wij vinden dus
r

P A= g [ @gh(e—0f 00— (e—oP — (k1) Gk—1) re—0) +
0

+(k—1)(k—2)r*}d e =

— o 4 —eF e — 3lk—De(r—o)+ (k=) (k—2)¢*} de =0,
‘o

Door de gevonden uitdrukking voor uy nu in (9) in te voeren komt de
willekeurige oplossing u van A*+1u =0 dus in den vorm

u=r*uyy,+v,
waarbij Auy =0 en A*¥v=0. Voor v kan dan weer geschreven worden
v=r*"2y, 4 v,

waarbij Au; =0 en A¥-1v; = 0 enz.
Hiermee is bewezen, dat ook voor dit geval iedere oplossing van
A*y=0 kan gebracht worden in den vorm

u=rk2yy 4 2y, + K Suy AP ugr + Uk

De uitbreiding tot het geval, dat A een symbool in n onafhankelijk ver-
anderlijken voorstelt brengt geen principieele moeilijkheden mee. Ook in
deze gevallen openen de bewezen stellingen een weg voor het bewijs der
overeenkomstige existentietheorema'’s.



