
Mathematics. - Over simplices, die de ligging van SCHLÄFLI b~zitten. By 
O. BOTTEMA. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at ·the meeting of October 27, 1945.) 

1. Reeds PONCELET heeft een driedimensionaal analogon gegeven van 
de stelling van DESAROUES: als de verbindingslijnen van toegevoegde 
hoekpunten van twee tetraëders door één punt gaan, dan liggen de snij~ 
lij,nen van overeenkomstige zijvlakken in één vlak. Later is gebleken, dat 
de figuur van twee perspectieve tetraëders een te speciale generalisatie 'is 
van de figuur van DESARGUEs: terwijl twee .perspectieve driehoeken steeds 
elkaars polaire figuur zijn ten opzichte van een kegelsnede en omgekeerd. 
zijn twee tetraëders. welke polair toegevoegd zijn ten opzichte van een 
quadratisch oppervlak in het algemeen niet perspectief; wel vormen de 
verbindingslijnen van toegevoegde hoekp~nten een bijzonder lijnen~ 
quadrupel: zij ' zijn volgens een van GHASLES afkomstige stelling hypér~ 
boloïdisch. Naar het. schijnt is het eerst door HERMES het theorema uit~ 
gesproken, dat de generalisatie betekent van dat van DESARGUES: als de 
verbindingslijnen van toegevoegde hoekpunten van twee viervlakken hyper~ 
boloïdische ligging hebben. dan geldt hetzelfde voor de snijlijnen van over~ 
eenkomstige vlakken. 

SCHLÄFLI heeft de stelling van CHASLES uitgebreid tot R,,; de generali~ 
satie van vier rechten in hyperboloïdische ligging is daarbij de figuur van 
n + 1 rechten. die de eigenschap hebben. dat elk der (00"-2) Rn-2' welke 
n der rechten snijdt, ook met de overige rechte een punt gemeen heeft. Een 
analytisch bewijs van de stelling van SCHLÄFLI is gegeven door BERZOLARI. 
In navolging van hem zegt men van n + 1 rechten met de genoemde eigen~ 
schap. dat zij de ligging van SCHLÄFLI lbezitten. Analytisch kan men de 
eigenschap uitdrukken door de vOQrwaarde. dat de matrix van de 
GRASSMANNse coördinaten der n + 1 rechten . de rang n bezit. Dualistisch 
definieert men de ligging van SCHLÄFLI voor n + 1 ruimten R"-2' De 
stelling van BERZOLARI luidt dan: bezitten de verbindingslijnen van over~ 
eenkomstige hoekpunten van twee simplices in R" de ligging van SCHLÄFLI, 
dan geldt hetzelfde voor de doorsneden van overeenkomstige zijruimten. 
De simplices zijn dan ook elkaars poolfiguur ten opzichte van een q1,ladrati~ 
sche variëteit en uit één der drie genoemde eigenschappen volgt de juistheid 
der beide overige 1) . 

1) SCHLÄFLI. Erweiteru:lg des Satzes. dass zwei polare Dreiecke perspectivisch liegen. 
auf eine beliebige Zahl von Dimensionen. Journ. f. Mathem. 65. 189 (1866). 

Enz. Math. Wiss. III C. 7 (SEGRE. Mehrdimensionale Räume). 832 (1920). 
BERZOLARI. Sui sistemi di n + 1 rette dello spazio ad n dimensioni. situate in posizione 

di SCHLÄFU. Rend. Palermo 20.229 (1905). 
"' WEISS. Ein neues Analogon zum . Satze von DESARGUES in Räumen van gerader 
Dimension. Math. Zeitschr. 33. 388--395 (1931). 

ld. Ober Simplexe in ScHLÄFUscher Lage. Bull. Soc. Sc. de Cluj. 5. 488--491 (1931). 
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2. Wij beperken ons nu voorlopig tot Ra. Hebben de verbindingslijnen 
Pi Qi (i = 1, 2,3,4) van twee viervlakken P 1 P2 P 3 P4 en Q1 Q2 Q3 Q4 
de ligging Van SCHLÄFLI, dan geldt dus het zelfde' voor de snijlijnen van 
overeenkomstige zijvlakken PI Pj Pi en QI Qj Qt. Wij vragen ons af of 
men een vergelijkbare eigenschap kan aangeven voor de zes paren overeen~ 
komstige ribben lij - PIPjen mij - QiQj. 

Door de lijncoördinaten van li j en mi j te interpreteren als puntcoördinaten 
in R5 worden deze ribben afgebeeld op de hoekpunten van twee simplices 
Lij en Mij in R5' Wij zullen aantonen: de simplices L en M hebben de 
ligging van SCHLÄFLI. 

Voor het bewijs kiezen wij P 1 P 2 P 3 P 4 tot fundamentaaltetnlëder. De 
coördinaten van Qi zijn (ai bi Ci dl) 2). Duiden wij de Plückerse lijn~ 

coördinaten P12, P13 ' Pl4, P34 , P42' P23 kortheidshalve resp. aan met P1' P2' 

P3, P4, P5' P6 (en analoog daarmee de punten L12' L 13 .. '" M 12, M 13 .. .. 
met L 1, L2 •••• , M1' M 2 . , •• ), dan is de matrix van de coördinaten der vier 
verbindingslijnen PI QI als volgt 

..... .. ",! . . P2 . .. P~ . .. .. . . p •. .. .. ",5 ..... P" .. 
PIQI bI Cl dl 0 0 0 
P2Q2 -a2 0 0 0 -d2 C2 (1) 
p)Q) 0 -a) 0 d) 0 -b) 

p.Q. 0 0 -a. -C. b4 0 

Nodig en voldoende voor de hyperboloïdische ligging van de vier rechten 
is dat deze matrix de rang drie heeft, dus dat b.v. de coördinaten van P4 Q4 
lineair afhankelijk zijn van die der drie overige reohten. Stelt men 

p. Q. = 11 PI QI + 12 P 2 Q2 +, 1) p) Q), 

dan is dus 

11 : 12 = a2 : bi • 11 : 1) = a) : Cl " l. : 1. -:- a. : dl • (2) 

zódat de drie voorwaarden: 

(3) 

vervuld moeten zijn, waaruit na eliminatie van 1; de volgende onafhankelijke 
betrekkingen ontstaan: 

a) C. dl = a. Cl d) , a. bi d2 = a2 b. dl ' a2 b) Cl = a) bI C2' (4) 

Uiteraard gelden ook alle door cyclische verwisseling hieruit te ver~ 

2) WIJ veronderstellen in het volgende, dat de belde viervlakken naar de terminologie 
van WEISS (Math. ZeIschr. 33, 389) vrij van elkaar zijn gelegen, d.w.z. dat geen hoek
punt van één der viervlakken gelegen is In een zijvlak van het andet'e, dat niet ligt tegén
ovèr .het toegevoegde hoekpunt. Analytisch J,comt dat hierop neer, dat Inde matrix 
(8 bed)' de elementen buiten de hoofddiagonaal en ook de mlnoren van die elementen 
ongelijk aan nui zijn. 
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krijgen relaties; zij zijn echter afhankelijk van de drie betrekkingen (4). 
Zo ontstaat b.v. na vermenigvuldiging van de overeenkomstige leden 
(daar a2a3a4blcldl 0:;1:-0 is): 

(5) 

Wij richten nu onze aandacht op de simplices L en M in R5' Het punt 
Ll heeft de coördinaten Pl = I, P2 = P3 = P4 = P5 = P6 = 0; die van 
het punt M 1 zijn de minor·en uit de matrix 

11:: !: :: ~: 11· 
De verbindingslijn Ll MI heeft 15 Grassmannse lijncoördinaten q12 

waarvan er blijkbaar slechts 5 ongelijk aan nul zijn, n.l. qli (i = 2,3,4,5,6.); 
daarvoor geldt 

I I ~ ql2 = P2= P13 = al C2 -a2 Cl 
(6) I 1 . .. . 

ql3 =P3= PH =a1 d2 -a2dl' etc. 

waarbij de bovenste index , het nummer der verbindingslijn aangeeft. De 
matrix der coördinaten van de zes verbindingslijnen LI Mi ziet er dan als 
volgt uit 

ql2 ql3 qH qls q16 q23 q24 q2S q26 q34 q3S q36 q4S q46 qS6 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 P~4 P~4 P~2 P~3 0 0 0 0 0 0 

-P~2 0 0 0 -P~3 0 0 0 p~ P!2 ~3 0 0 0 

0 0 - P12 0 0 0 -P13 0 0 -P14 0 0 p4 
.. 42 P~3 0 

0 0 0 -P~2 0 0 0 -P~3 0 0 -P~4 0 -~4 0 p~ 

0 0 0 0 -P~2 0 0 0 -P~3 0 0 -P~4 0 -p~ _p6 
42 

Zij heeft de rang vijf. als er coëfficiënten li (i = 1,2.3,4, 5, 6) bestaan 
die niet alle nul zijn en waarvoor geldt: I }'i LI Mi = O. 

Hieruit volgt ten eerste 

, . ' - p2 . p1 . , .' _ p3 . p1 . , .' _ p4 . pi 'j AI • 11.2 - 12' 13' AI • A3 - 12' Ii' AI • A4 - . 12' 34' • 

, .' _ pS . pI . , .' - p6 . p1 
AI • AS - 12' 42.' Al ·11.6 - 12' 23 

(8) 

De verhoudingen der l zijn hierdoor bepaald; de coördinaten P~j moeten 
dus nog voldoen aan tien onafhankelijke relaties. De eerste hiervan luidt 

of wel 
I i..3-1 23 (9)' 

PI3 Pl4 t'12 - PH P I2 P13 • 

De overige kunnen uit de matrix (7) of door cyclische verandering uit 
(9) worden afgeleid. 

(7) 
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Om onze stelling te bewijzen hebbe~ wij nu slechts aan te tonen. dat de 
betrekking (9) en de analoge een gevolg zijn van de relaties (4). Wij 
kunnen ons daarvoor tot (9) zelf beperken. Uit (6) volgt 

P~3 = al C2 -a2 Cl 

p: .. =al d3- a3d l 

P~2 = al b .. -a .. bI 

Uit (4) volgt 

zodat men met behulp van (5) heeft: 

P: .. = al d2 -
a

2 dl! 

P:2 _ al b3-a3 b~ 

~3 - al c .. -a .. Cl 

Pl3 P~ .. P~2 = (al C2-a2 Cl) (al d3- a3 dl) (al b .. - ,a .. bI) = 

. (10) 

. (11) 

= : .. C2 ~3 (al b3- a3 bI) (al C .. -8 .. Cl) (al d2-a2 dl) 
3 c.. 2 

= (al b3- a3 bd (al c .. -a .. Cl) (al d2- a2 dd = pI .. P:2 ~3 

waarmee (9) bewezen is. 

3. De aangetoonde ligging van SCHLÄFLI voor de simplices L en M in . 
Rf> kan als volgt worden geïnterpreteerd. De verbindingslijnen LI MI 
hebben de eigenschap. dat elke Rs die vijf der lijnen snijdt. ook de zesde 
ontmoet. In de stralenruimte van Rs betekent dat dus het volgende: 

Als de tetraëders P 1 P2 Ps P4 en Q1 Q2 Qs Q4 ~e ligging van SCHLÄPLI 

bezitten. dan geldt: de zes bundels lineaire complexen. die door twee toe
gevoegde ribben PI Pi en QI Qi bepf1ald zijn. hebben de eigenschap. dat 
elke drieledige lineaire verzameling van lineaire complexen. welke met vijf 
der bundels een complex gemeen heeft. ook een complex van de zesde 
bundel bevat. Men kan in R5 ook de figuur beschouwen. die aan de 
simplices L en M wordt toegevoegd door de poolcorrelatie t.O.V. de qua
dratische variëteit D met de vergelijking Pi P4 + P2 P5 + Pa P6 = O. 

Aan elk der verbindingslijnen LI Mi is een Ra toegevoegd. Deze zes Ra's 
hebben de eigenschap. dat elke rechte. die vijf dezer ruimten snijdt. ook 
met de zesde een punt gemeen heeft. De interpretatie in de lijnenruimte 
luidt dan: twee overeenkomstige ribben PI Pi en QI Qi van de beide 
tetraëders P1 P2 Pa P4 en Q1 Q2 Qs Q4 bepalen een lineaire driedimen
sionale verzameling van lineaire complexen. n.l. die verzameling. waarvan · 
de transversalen van PI Pi en Qi Q} de dragers der speciale complexen zijn. 
Hebben de tetraë4ers P e,n Q de ligging van SCHLÄPLI. dan geldt: elke 
bundel lineaire complexen. die met vijf der verzamelingen een complex 
gemeen heeft. bevat ook een complex van de zesde verzameling. 

Een bijzonder geval van deze eigenschap ontstaat als men haar toepast 
op een bundel van speciale complexen. dus als men in R5 een transversaal . 
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der zes R3'S kiest, welke op Q is gelegen. Blijkbaar is er een eindig aantal 
van deze transversalen. WiJ krijgen dan de volgende eenvoudige uitspl;aak: 
hebben de tetraëders PI P2 P3 P4 en Ql Q2 Q3 Q4 de ligging van 
SCHLÄFLI, dan heeft elke waaier, welke van vijf der lineaire congruenties 
(PiP;, QiQj) een rechte bevat, ook met de zesde congruentie een rechte 
gemeen. 

Hebben de simplices L en M de ligging van SCHLÄFLI, dan bestaat er 
een quadratische variëteit Vin R5 zodanig, dat L en M reciproke pool
fig!lren zijn t.o.v. V; dat wil dus zeggen, dat de poolruimte van Li (resp . 
. ~i) t.o.v. V samenvalt met de overstaande zij ruimte van Mi (resp. Li). Nu 
is het lineair complex, dat vijf ribben van het tetraëder P bevat, n.l. alle 
ribben behalve PiPj , niets anders dan het speciale complex met PkPI tot 
drager. Wij vinden dus: hebben de viervlakken P en Q de ligging van 
SCHLÄFLI, dan bestaat er een quadratisch complex V met de eigenschap, 
dat de ribben PiPj (resp. QiQj) tot lineair poolcomplex t.O.V. V bezitten 
de speciale complexen met Qk QI (resp. Pk PI) tot dragers. 

4. De stelling kan worden uitgebreid tot en op analoge wijze bewezen 
voor ruimten van meer dimensies. Beschouwt men b.v. twee simplices P en 
Q in R4, dan kan men hun ribben (of hun zijvlakken) afbeelden op de 
hoekpunten van twee simplices L en M in R9 ; hebben P en Q de ligging 
van SCHLÄFLI, dan geldt hetzelfde voor L en M. 

5. Oin de ligging van SCHLÄFLI voor twee vrij gelegen simplices P en 
Q in Rn analytisch vast te leggen, kan men steeds P tot coördinatensimplex 
kiezen, waarna de hoekpunten van Q de coördinaten (ai bi Ci •••••• ) ver
krijgen. De lijncoördinaten van de verbindingslijnen Pi Qi kunnen dan 
worden samengevat in een matrix van n + 1 rijen en in (n + 1) kolommen, 
die de gedaante (1) heeft. De voorwaarden, waaronder deze matrix de 
rang n bezit, kunnen op dezelfde wijze worden afgeleid als boven geschiedde 
voor n = 3 en n = 5, n.l. döor de eis te stellen, dat er tussen de n + 1 rijen 
een lineaire aEhan1,celijkh€.id bestaat. Uit n der betrokken vergelijkingen 
kunnen de verhoudingen der coëfficiënten À-i worden bepaald en er ont
staan dan t n (n + 1 ) - n = t n (n - 1) onafhankelijke relaties tussen 
de getallen ai, bi, ...... om de ligging van SCHLÄFLI analytisch te omschrij
ven. Deze relaties hebben ten duidelijkste alle de vorm, welk~ wij voor 
n = 3 ' en n = 5 gevonden hebben (4; 9) n.l. 

. (12) 

Bij algemene keuze van het coördinatenstelsel wordt a2 niets anders dan 
de bilineaire invariant (Q2pd van het punt Q2 en ,het tegenover PI ge': 
legen zijvlak PI van het tetraëder p, welke invariant ongelijk nul is, omdat 
PI en Q vrij liggen. De relatie .(12) gaat dan over in 

. (13) 
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Het linkerlid hiervan is een uitdrukking. zoals die door STUDY is inge~ 
voerd en waaraan WEISS de naam Dreierring · heeft gegeven 3). In het 
bovenstaande is dus opgesloten een eenvoudig bewijs van de door WEI SS 

afgeleide stelling. welke uitspreekt. dat de ligging van SCHLÄFLI kan 
worden weergegeven door relaties van de vorm (13) . dus door relaties 
zoals zij voor n = 2. in de fi.guur van DESARGUES. voorkomen. 

8) STUDY. E~leitung in die Theorie der Invarianten (1923). 62; WEISS. Math. 
Zettschr. 33. 389-391. 


