Mathematics. — Sur le probléme de la mesure. By A. F. MoNNA. (Com-
municated by Prof. W. VAN DER WOUDE.)

(Communicated at the meeting of November 24, 1945.)

Soit E un ensemble infini. TARSKI a montré 1), qu'il est possible de faire

correspondre a chaque sous ensemble V' de E un nombre réel non-négatif
tel que

1. m(V) est additif au sens restreint;
2. m(V) =0 si V consiste d'un seul point;
3. m(V) est mon identiquement nulle,

En acceptant I'hypothése du continu, BANACH et KURATOWSKI ont
montré 2) qu'une telle correspondance n'est plus possible si on remplace
I'additivité au sens restreint par 1'additivité au sens complet et si E a la
puissance du continu.

Cependant il est possible de généraliser la deuxiéme condition.

Soit S un systéme de sous-ensembles de E avec propriétés

a. La somme et le produit d’'un nombre fini d’ensembles de S appar-
tiennent & S;

b. E n’appartient pas a S.

Alors il est possible de déterminer une mesure satisfaisant a
1. m(V) est additif au sens restreint;

2. m(E)=1;

3. m(V) =0 pour-tout V ¢ S;

4. —1=m(V)<+1.

Soit (M) l'espace le BANACH de toutes les fonctions réelles bornées
définies sur E, ou la norme est définie par

I ()= ﬁgesgp |f(x)].

Les fonctions bornées, qui sont partout nulle dans E sauf éventuellement

aux points d'un ensemble appartenant a S, constituent un sous-espace
linéaire A de (M). Pour f(x) € A, on a

I1—f(x)]| = ﬁ“,é‘,’sp [1—f(x)|=1.

Par ¢, sera désigné la fonction caractéristique du sous-ensemble V de E;
@y € (M). Soit d la plus courte distance de ¢, a A. On tire de I'inégalité
précédente d = 1. En vertu d'un théoréme connu il existe dans (M) une

1)  Une contribution a la théorie de la mesure. Fund. Math, t. XV, 42—50.
2) Sur une généralisation du probléeme de la mesure. Fund. Math. t. XIV, 127—131.
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fonctionnelle linéaire F qui — 0 pour tous les éléments de A, qui = 1 pour

@get Jont la norme vaut %: 13). Alors

m(V)=F(p,)

est la mesure cherchée. En effet, 3 cause de la linéarité de F, m est additif
au sens restreint. Si V € S, on a ¢, € A, donc m(V) = 0. De plus
m(E) = F((pE) = 1let

Im(V)|=||F|.1=1.

Soit R, le nombre cardinal de E. Alors la troisi¢me condition peut &tre
remplacée par la suivante:

3*. m(V) = 0 pour tous les sous-ensembles V de E dont le nombre
cardinal est < R,.

Pour cela il faut montrér, que les ensembles avec nombre cardinal < R,
constituent un systéme S comme ci-dessus. Soient N, et N, resp. les
nombres cardinaux de V; et V,, et soit Rs, = Na, alors on a

Nal + Ra.z =2 ?fa, — xa‘ < N

de sorte que aussi V; + V, appartient a S; le méme est vrai pour le produit.
E lui méme n’appartient pas a S.

Dans cette derniére forme, ot 3 est remplacé par la nouvelle condition 3*,
il est encore possible de remplacer 4 par:

=m(V)=1,

et cela comme il suit.
Posons pour tout V C E

m, (V)= fin sup m(T).

TCV
OnasiV,.V,=0
my (V, + Vz): m, (Vl) +m (Vz)-

De plus 0 <m,(V) <1 et my(E) = m(E) = 1. Si le nombre cardinal de
I'ensemble V' est < N, alors chaque sous-ensemble de V a le nombre
cardinal < Ry, de sorte que m(T) = 0 pour tout T € V; doncm,(V) =0.

3) S. BANACH. Théorie des opérations linéaires (Warschau 1932) p. 57. Ce théoréme
n'exige par que l'espace A est fermé, pourvu que 1'élément, n'appartenant pas a A, a une
distance positive de A.



