
Mathematics. - Sur Ie problème de la mesure. By A. F . MONNA. (Com~ 
municated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of November 24. 1945.) 

Soit E un ensemble in fini. TARSKI a montré 1), qu'il est possible de faire 
correspondre à chaque sous ensemble V de E un nombre réel non~négatif 
tel que 

1. m(V) est additif au sens restreint; 
2. m(V) = 0 si V consiste d'un seul point; 
3. m ( V) est mon identiquement nulle. 

En acceptant I'hypothèse du continu , BANACH et KURATOWSKI ont 
montré 2) qu'une telle correspondance n ' est plus possible si on remplace 
l'additivité au sens restreint par I'additivité au sens complet et si E a la 
puissance du continu. 

Cependant il est possible de généraliser la deuxième condition. 
Soit S un système de sous~ensembles de E avec propriétés 
a. La som me et Ie produit d'un nombre fini d 'ensembles de S appar~ 

tiennent à S; 
b. E n'appartient pas à S . 
Alors il est possible de déterminer une mesure satisfaisant à 

1. m ( V) est additif au sens restreint; 
2. m(E)=l; 
3. m(V) = 0 pour ·tout V € S; 
4. -l;S;m(V);S;+1. 

Soit (M) l' espace Ie BANACH de routes les fonetions réelles bornées 
défimies sur E, ou la norme est définie par 

11 [(x) ll= fin sup 1[(x) l. 
x€E 

Les fonctions bornées, qui sont partout nulle dans E sauf éventuellement 
aux points d'un ensemble appartenant à S , constituent un sous~space 
linéaire A de (M). Pour [(x) € A. on a 

11 1-[(x)11 = fin Sup Il-[(x)j=-l. 
x€E 

Par gJv sera dési,g,né la fonction caractéristique du sous~ensemble V de E; 
gJ v € (M) . Soit d la plus courte di stance de gJ E à A. On tirede l'inégalité 
précédente d = 1. En vertu d'un théorème connu il existe dans (M) une 

1) Une contribution à la théorie de la mesure . Fund. Math. t. XV, 42-50. 
2) Sur une généralisation du problème de la mesure. Fund. Math. t. XIV, 127- 131. 
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fonctionnelle linéaire F qui = 0 pour tous les éléments de A, qui = 1 pour 
1 

tpE et \~ont la norme vaut d = 1 3) . Alors 

m(V)=F(tpv) 

est la mesure cherchée. En effet, à cause de la linéarité de F, mest additif 
au sens restreint. Si V f: S, on a tp v E: A , donc m (V) = O. De plus 
m(E) = F( tpE) = 1 et 

Im (V) I -=:: II FII. 1 = 1. 

Soit Not Ie nombre cardinal de E. Alors la troisième condition peut être 
remplacée par la suivante: 

3·. m (V) = 0 pour tous les sous-ensembles V de E dont Ie nombre 
cardinal est < Not . 

Pour cela il faut montter, que les ensembles avec no mb re cardinal < Not 
constituent un système S comme ci-dessus. Soien't Not, et N"", resp. les 

nombres cardinaux de Vlet V 2, et soit Not, =- 'N""" alors on a 

NIX, + Nex., -=:: 2 ~IX, = Not, < NIX. 

de sorte que aussi VI + V 2 appartient à S; Ie même est v.rai pour Ie produit. 
E lui même n'appartient pas à S. 

Dans cette der.nière forme, ou 3 est remplacé par la nouvelle condition 3*, 
il est encore possiblede remplacer 4 par: 

o -=:: m (V) -=:: 1. 

et cela comme il suit . 
Posons pour tout VeE 

mi (V) = 6n sup m (T). 
Tc v 

On a si Vl ' V 2 = 0 

mi CVI + V 2) = mi (VI) + mi (V2). 

De plus 0:;;; mdV) ~ 1 et mdE) = m(E) = 1. Si Ie nombre cardinal de 
l' ensemble Vest < Not, alors chaque sous-ensemble de Vale nombre 
cardinal < NIX, ·de sorte que m (T) = 0 pour tout T C; V ; donc ml(V) = O. 

3) S. BANACH. Théorie des opérations Iinéaires (Warschau 1932) p. 57. Ce théórème 
n 'exige par que l'espace A est fermé, pourvu que l'élément, n 'appartenant pas à A , a une 
distanee positive de A. 


