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§ 4, Au §§ 2 et 3 on apartout supposé que la valuation de K soit non­
triviale. Le théorème suivant eependant reste vrai pour une valuation 
triviale de K. 

Théorème 7. Soit E un espace linéaire totalement-non-archimédien 
satisfaisant à 

1. NE n'admet que le point 0 comme point d'accumulation; 
2. E est complet; 
3. soit 0 ... < ei < Ci+1 < ... la suite des nombres appartenant à NE 

(NE est dénombrable en vertu de la supposition 1); supposons alors que le 
nombre de classes modulo 11 x 11 < C; dans le group.e 11 x 11 :;;:; C est fini , 

queUe que soit la valeur de i. Soit ~\i). ~~) ••••• ~~: un système de représen-

tants des classes dans 11 x 11 :;;:; C, différentes entre eux et de la classe-zéro 
(Ze nombre des classes est alors ni + 1). Alors chaque x en E peut être 
développé d' une façon unique en une série 

_ !o(i) + !o(i-I) + + !o(i-k) + 
X-<;ji Ei-I <;ji-I ... Ei-kr;.Ji_k ••• 

si 11 x 11 = C. Les fl-k (k = I, 2, ... ) ne prennent que les valeurs 0 et L 
en fonction de x. 

Démonstration. Si 11 x 11 = ei, les décompositions suivantes sont pos­
sibles: 

Il en résulte 

X= ~~i) +'h 

x= ~~I) + rJ2 

On ne peut avoir 11 'l'jk 11 = ei pour k = 1. ... , ni. En effet, autrement les 
éléments e, x, 'l'j1' ... , 'l'jni eonstitueraient un système de ni + 2 représen­
tants de classes différentes, en contradiction avee la supposition. Il existe 
clone au moins un 'I'j!. tel que 11 'I'j!. 11 < C et on a la décomposition 

(i) 
x= ~ji + rJI . • 
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lei ji et 1)). sont uniquement déterminés. Supposons en effet 

Alors 

II~Y)-~Y!il l =II~Y;-x+x-~Y!ill-= max (I I ~Y:-x l l, I l x-~Y!i l l )= 
= max (1 117!. II , 1I IJ).' 11) < Ci. 

1: en résulte, la nonne de cette différence étant = Ci si ji #- j'i 

/:(i) /:(i J . -' 
r;;ji =~ <;j'i' }i =}i, IJ!. = IJ }.' . 

Continuant ainsi on trouve la décomposition 

tU) + tU-I) + + tU-I" + x=r;;ji Ei-Ir;;ji_1 ••• Ei-k<;ji_k 'Y] 

avec 11 r; 11 < C-k. 
Pour les valeurs suffisamment grandes de k on a 111) 11 < 6 donc 

11 ~ .(i-k) 11 < .1 
x-..::.., Ei-k !;ji-lc u 

k 

et par s\,.\te 

00 (i-k) 
X = ~ Ei-k ~ j '-k' Ei = 1. 

k=O I 

Inversement chaque suite de cette forme représente un point de E. Posons 
pour cela 

Pour les valeurs suffisamment grandes de k et pour p > 0 on voit que 

il Xk+p+l- Xk+1 11 < b. La suite {Xk} est donc une suite fondamentale 
dans Eet, E étant supposé complet, dIe a une limite x et 

_ ~ tU-kj 
x- ~ Ei-k r;;ji-k' 

k=O 

Remarques. 1. On n'a pas supposé que Ie corps K soit complet. 
2. Le théorème 7 reste vrai si la valuation de K est triviale. Dans ce 

cas il est possible que la suite { ei } ne contient pas des nombres arbitraire­
ment petits. En ce cas, on voit que chaque point de l' esp ace peut être 

ceprésenté par une combinaison linéaire finie des ~(~. Tous fes points de 
l'espace sont alors isolés, de sorte que r espace est alors localement compact. 

3. Il résulte du théorème 2 que, si la valuation de K est non triviale, Ie 
théorème 7 s'applique aux espaces localement compacts. 

Faisons de nouveau les restrictions que la valuation de J( est non triviale 
et que f( est complet et considérons les espaces localement compacts. Les 
résultats du paragraphe 3 s'appliquent. On peut donner dans ce cas aux 



1058 

séries du théorème 7 une forme plus simpIe. Remarquons d'abord que dans 
ce cas Ie nombre ni du théorème 7 est une constante. l'indice de l'espace. 
II y a deux cas. 

a) L'indice de Eest égal à celui de K. soit = n + 1. 
Soit. dans ce cas ~i (- 00 < i < + (0) un point de E avec 11 ~i 11 = C, 

et soit À,o = O. J. l •...• À,n (À1 € K) un système S de représentants des classes 
modulo I a I < 1 dans Ie groupe I a I :;;:; 1. Alors les éléments 

À,O~i. À,lh ...• À,n~1 

de E constituent un système de représentants des classes modulo 11 x 11 < Ci. 
En appliquant Ie théorème 7 on trouve: 

Chaque point x d'un espaèe totalement~non~archimédien localement com~ 
pact (valuation non triviale) dont l'irldice n + 1 est égal à celui de K. peut 
être représenté d'une [açon unique dans la [arme 

a> 

x= ~ Ài - k ~i-k. Ilxll = Ci. Ài - k E S. (5) 
k==O 

b) L'indice de E est plus grand que celui de K. Ce cas se réduit au 
cas précédent au moyen du théorème 5. qui s'applique aux espaces locale~ 
ment compacts. Si les points x de E sont représentés par 

x=al Xl + ... +arxro 

considérons. à cöté de E. les espaces linéaires E, des points 

x = aXI (aEK: i = 1 ..... r). 

Les Ei n'ont que Ie point () en commun. de sorte que E est Ia somme des 
Ei. Les Ei sont totalement~non~archimédiens et localement compacts (puis~ 
que K est localement compact): ils sont complets puisque K est complet. 
De plus. on voit que !'indice de chaque Ei est égal à celui de K. de sorte 
qu'on peut appliquer Ie cas précédent. La valuation de K étant discrète. N K 

consiste des nombres !/ ou e> 1 et i entier. Si 

l'ensemble NEL con siste donc des nombres etC(l) (-00 <t< + (0). 
Introduisons les points 

~~l) (-00 < i < + 00: 1= 1. .... r).II~~I)11 = el Ol). 

On obtient alors l' énoncé général: 
Chaque point x d'un espace totalement~non~archimédien localement com~ 

pact (valution non triviale) peut être représenté d'une [acon unique dans 
la [arme 

co 1(1) (I) co ,(2) (2) ~ 1(r) tIr) 
X= ~ "'i,-k el,-k + ~ "'I,-k el.-k + ... + ~ "'Ir-k r;lr-k •• 

k==O k==O k==O 
(6) 

,(j) S 
lI. i r k € • 
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lci rest une constante, dépendant de l'.espace. Inversement, chaque pareille 
combinaison de suites représente un point de l'espace. 

On peut simplifier cette représentation encore un peu en introduisant 

dans E une métrique telle que NE eNK, ce qui est toujours possible, 
comme nous avons vu, dans les espaces localement compacts. On peut 
s'arranger que, dans la représentation x = alxl + ... + arXr. les Xj ont 
tous la même norme. Si 11 x j II = em. on introduit alors les points 

~i (- 00 < i < + 00 ).1 1 ~i 11 = e/+ m 

et on obtient la représentation 

ex> (1) ex> (2) ex> ( r) 
x= ~ À/,-k ~/,-k + L: À/,-k ~i,-k + ... + ~ À/ r- k ~ir-k 

k=O k=O k=O 

cu. par une addition des term es correspondants. ce qui est permis. 

X=/J./ ~/ + /J./-l ~H + ... 
ou les coefficients des ~I-k sant maintenant des sommes d 'au plus r 

éléments de S, uniquement déterminées. 

Remarques. 1. Par un raisonnement analogue à celui valable pour les 
corps métrisés (voir 4)). on voit que pourles esp aces dont l' indice est 
égal à celui de K. I'ensemble des points x de I'espace pour lesquels II x II est 
constant, est homéomorphe à J'ensemble parfait non-den se de CANTOR. 

2. Comparer les séries précédentes avec une série qui se présente dans 
la théorie des anneaux topologiques 7) . 

Le théorème suivant est une conséquence immédiate des développements 
en série précédents. si J'on introduit aux espaces la métrique max 1 al I. 

l ~ i~r 

définie au fin du § 3. 

Théorème 8. Soient E .et F deux espaces totalement-non-archimédiens 
localement compacts. La valuation des corps K E et KF des coel[icients est 
supposée non triviale. Supposons: a) le n~mbre r du théorème 5 est le 
même pour E et F; b) les corps fin is des classes modulo I a I < 1 (vair le 
fin du § 4) , définis en KEet K F sont isomorphes. Alors il existe une trans­
formation linéaire, biunivoque et bicontinue de E en F. 

Ce théorème exprime ce que I'on aperçoit immédiatement des séries: ce 
n e sant qu'un nombre fini d'éléments de K. à valeurs 0 ou 1, qui inter­
viennent effectivement. Ces éléments constituent un corps fini . si on calcule 
avec eux modulo 1 a I < 1 (p. ex . les nombres O. 1 . .... P - 1 dans Ie corps 
des nombres P-adiques). 

Une autre conséquence est la suivante. Ci-dessus nous avons considéré 

7) D . VAN DANTZiIO. Zur topologischen Algebra 11. Compositio Mathematica 2. 

201-223 (1935) en particulier p. 220. 
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les espaces de Ia forme x = ax/ (a EK); c'étaient des espaces dont I'indice 
e1:1" égal à cdui de K. Or, c'est la forme générale de ces espaces. Soit donc 
h' un espace dont I'indice e!5t égal à celui de K. Introduisons en E une 
métrique teIIe que N E=NK (voir § 3, p. 1054). Soit alors $ un point de E tel 
que 11 $ 11 = 1 et soient ai (- co < i < + co) des éléments de K tels que 
i ai I = ei (- co < i < + co). Pour les points $i de la série (5) on peut 
alors prendre les points $/ = ai $. La série (5), qui est la forme générale 
de E, prend alors la forme 

.E Ài - k ai-k $ = $.2 Ài - k ai-k 
k k 

qui se réduit, à a $, puisque K est supposé complet. 

§ 5. Dans la seconde partie, sauf Ie théorème 7, on apartout supposé 
que Ie corps K soit complet, bien que ceci n'est pas une condition nécessaire 
pc:ur les esp aces localement compacts (voir Ie théorème 2). De plus I'espace 
était partout complet. Remarquons que c'est bi en possible que E soit 
complet sans que K acette propriété. 

Exemple: E est Ie corps des nombres P~adiques et K Ie corps des 
nombres rationnds munit d'une valuation P~adique. 

Cependant, E étant complet, et la multiplication par les éléments de K 
étant définie, il est toujours possible de définir une muItiplication par les 

éléments de R (Ie plus petit corps complet contenant K), sans qu'il soit 

nécessaire d'adjoindre de nouveaux points à E. Soit a EK et an ~ a, an EK. 
Pour x fixé en E , la suite {anX} est une suite fondamentale de E, et, E 
étant complet, dIe converge. La limite lim anX existe donc; nous définissons 

n~ oe 

a x=lim an x. 
n-+ oe 

L'unicité de cette définition est immédiate puisque si bn ~ a, la suite 
{(a n -bn)x} converge vers (J. On voit que les conditions de linéarité sont 
vérifiées. La condition que K est complet ne signifie donc pas, dans tous 
ce qui précède, une restriction de la généralité. 

§ 6. Faisons quelques remarques sur Ie cas de Ia valuation triviale de 
K, que nous avons partout excIue, sauf au théorème 7. Ce ne sont que des 
remarques, car je n'ai pas réussi à élucider complètement ce cas. 

1. Il ne résulte pas de la compacité locale que E et K possèdent un 
indice fini. Exemple: E soit un corps infini à valuation triviale et K un 
sous~corps infini (éventuellement K E). 

2. Ils existent des espaces localement compacts qu'on ne peut pas 
représenter dans la forme x = alxl + ... + arXr, ni dans la forme des 
séries (5) ou (6). Exemple: K soit un corps fini, sur lequel on ne peut donc 
définir qu'une valuation triviale. E soit un sur-corps in fini à valuation 
triviale. 
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3. Les espaces des deux exemples précédents ne contiennent que des 
points isolés et par là ils sont localement compacts. lis ne sont donc pas 
très intéressants. 

Faisons donc la restriction que NE contiendra des nombres arbitrairement 
petits . Soit E localement compact. Alors K (à valuation triviale) est un 
corps fini. Soit , pour cela, é > 0 donné et soit Xo un point de E tel que 
i! Xo 11 :s; t:. Si maintenant }'l ' }'2' .. . étaient des éléments de K en nombre 
in fini, différents l'un de l'autre, il suivrait 11 J.;xo 11 = 11 Xo 11 :s; é et 
li J.;xo - J.jXo 11 = 1 }.; - J. j I . 11 Xo 11 = 11 Xo 11, de sorte que Ie voisinage 
11 x 11 :s; é de () contiendrait la suite non-compacte {}.;xo} en contradiction 
avec la compacité locale de E. 

C'est une conséquence immédiate que l'espace, qui n'est pas fini puisque 
NE n'est pas fini, ne peut pas s'écrire comme somme d'un nombre fini 
d' espaces, comme c' est Ie cas si la valuation de K est non triviale (théo­
rème 5) . Un pareil esp ace contient pour chaque Xo une infinité de points x 

pour lesquels on a 11 x 11 = 11 Xo 11. En effet, pour tous les points du voi­
sinage 11 x-xo 11 < é < 11 Xo 11 on a 11 x 11 = 11 Xo 11; si ce nombre de points 
x était fini , cet é-voisinage était fini et chaque point de E était isolé, en 

contradiction avec la supposition que NE contient des nombres arbitraire­
ment petits. 

Comme exemple d'un pareil espace signaIons Ie suivant. K soit un corps 

fini et R (x) Ie plus petit corps complet contenant une extension simplement 

transcendante de K. R (x) con siste des séries de puissances d'un indéfini x: 

a = À.s X s + À.H1 X H1 + ... 
ou J.i EK; I J.i 1= 1 si J.i ~ 0; I a I = I x Is; I x I < 1. K(x) est localement 
compact. 

L' analogie de cette série à Ia sene (5) fait présumer que Ia sene (6) 
donne la forme générale des espaces totalement-non-archimédiens locale­
ment compacts, même si la valuation de K est triviale, dans ce dernier cas 

sous l'hypothèse que NE contient des nombres arbitrairement petits. Remar­
quons que dans (6) n'interviennent qu'un nombre fini d'éléments de K. 
Cette présomption est soute:1Ue par Ie théorème 8. Je n'ai pas réussi à la 
démontrer. 

En remplaçant la condition de la compacité locale par celle de la com­
pacité, on montre, si la valuation de K est triviale, Ia nécessité des con­
ditions suivantes: 

1. NE n'a que 0 comme point d'accumulation; 
2. J( est fini ; 
3. E est complet; 
4. pour ch<!que CE: NE, E ne conti ent qu'un nombre fini de points ei 

tels que 

Une inversion ne m'est pas connue. 
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SignaIons enfin Ie problème suivant. Dans la théorie des corps métriques 
(normés) on sait: si l' ensemble des normes N admet un point d ' accumu~ 
lation -=j:- 0, alors chaque point (nombre réel) est point d'accumulation de 
N . Vue l'analogie entre la théorie des corps métriques et la théorie des 
espaces linéaires totalement~non~archimédiens, a~t~on la même propriété 

pour l' ensemble NE? 


