Mathematics. — Einige einfache Anwendungen der areoliren Ableitungen
und -Derivierten. By J. RIDDER. (Communicated by Prof. W. VAN
DER WOUDE.)

(Communicated at the meeting of January 25, 1947.)

In der Arbeit: Ueber areoldr-harmonische Funktionen1) fithrten wir
areoldre Ableitungen und -Derivierte ein; jede mit — 1 multiplizierte
areoldre Ableitung ist ein Beispiel eines generalisierten Laplaceschen
Operators 2). Hier lassen wir einige weitere Anwendungen dieser Ablei-
tungen und Derivierten folgen.

§ 1. Definition 1. Die (endlich- und reellwertige) Intervall-
funktion @(]) sei definiert fiir jedes Intervall J, das samt seinem Rande
zu einem Bereiche B der xy-Ebene gehort. Die obere und untere Derivierte

von @(]) in einem Punkte (x,y) € B, D,y ®(]) bzw. Dix,y @ (]), seien

definiert als

, o ()) . D))

li bzw. | f—2,

moam () morom ()
wobei | ein (achsenparalleles) Quadrat darstellt, das (x, y) im Innern
oder auf dem Rande enthilt. Sind sie einander gleich, so definiere ihr
gemeinsamer Wert die Ableitung, Dy, ®(]), von &(]) — in (x, y).

Definition 2. Hat die reellwertige Funktion u(x,y) in einem
Bereiche B stetige partielle Ableitungen nach x und nach y, so seien obere

und untere areoldre Derivierte von u(x, y) im Punkte (x, y) € B, Df, y ®«(J)
bzw. D,y @:(]), die obere bzw. die untere Derivierte in (x, y) der zuge-

Ou

hérigen Intervallfunktion @.(J) = f 5 ds; dabei ist R(]) der Rand von

R())
ou . . s
J, und — die nach der inneren Normale genommenen Ableitung von

on

u(x,y). Sind obere und untere areoldre Derivierte einander gleich, so
definiere ihr gemeinsamer Wert die areoldre Ableitung, Dix,,Pu(]), von
u(x,y) in (x,y).

Aus Satz 14 und der Bemerkung zu Satz 7ter in der zitierten Arbeit
folgt:

Zu jeder in einem beschrankten Dirichletschen Bereiche B beschrénkten
und nach Lebesgue messbaren (reellwertigen) Funktion ¢(&, #) gibt es

1) Siehe Acta math. 78 (1946), S. 205—289.
2) Siehe loc. cit. 1), S. 285.
11
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eine und nur eine in B definierte (reellwertige) Funktion u(£, ), welche auf
dem Rande von B Grenzwerte = 0 hat, und deren extreme areolidre Deri-
vierte in B existieren, beschrinkt und fast iiberall gleich ¢ (£, #%) sind. In
jedem Punkte (x, y) € B ist

u(x.y)———z—ln-ffg(f-n:x.y)'w(é-n)dEdn:
B

dabei ist g(&, 7; x, y) die Greensche Funktion von B fiir den Punkt (x, y).
Daraus lasst sich ableiten 3) der

Satz 1. g(& m x,y) sei die Greensche Funktion eines beschrankten
Dirichletschen Bereiches B, mit Rand C, fiir den Punkt (x, y) € B. Es seien
weiter:

(1) L, die Klasse der in B definierten, komplexwertigen, nach Lebesgue
messbaren Funktionen f (¢, %), fir die [f | £(& 7)|2 dédy existiert;

B

(2) D die grosste Teilklasse von Ly, deren jede Funktion auf C Grenz-
werte = 0 hat, wéhrend Real- und Imaginérteil einer solchen Funktion in
B beschrénkte extreme areoldre Derivierte haben;

(3) R die grosste Teilklasse von Ly, deren jede Funktion in B be-
schrankt ist; zwei Funktionen von R, welche nur in den Punkten einer
Menge vom Lebesgueschen Masse Null verschieden sind, betrachten wir
als identisch.

Der Operator T, fiir die zu © gehorenden Funktionen u + iv in fast
allen Punkten von B definiert durch die Relation

D,y @u(]) +iDi,y o () =@ (x. y) + iy (% y)

liefert eine eineindeutige Abbildung von ® auf R; der inverse Operator
von T ist ein Integraloperator mit symmetrischem Kern von Hilbert—
Schmidt-Typus 4) und mit dem Bereich R:

ulx,y) +iviay)=T"[p(xy) +iv(xy)=
=2—lnf§fg(€»n:x.y) [ &) +iv (& )] dédn.

Die Operatoren T und T-1 sind essentially, selbst-adjungiert 5) in dem aus
der Klasse L, in bekannter Weise hervorgehenden Hilbertschen Raum.

Das Analogon von Satz 1 gilt in jedem beschrdnkten Dirichletschen
Bereiche des dreidimensionalen euklidischen Raumes.

3) Vergl. den Beweis von Theorem 3.13 in Stone, Linear transformations in Hilbert
space, Am. Math, Soc. Coll. Publ.,, New-York 1932, Man beachte, dass der Wert der
Greenschen Funktion g(&, #; x, y) von B fiir den Punkt (x, y) in jedem Punkte (£,7) € B
1

zwischen Null und log K+ log
e nixy)

Konstante > 1.
4) Siehe die Definition in Stone, loc. cit. 3), S. 101.
5) Siehe die Definition in Stone, loc. cit. 3), S. 51 (Def. 2.12).

liegt; dabei ist K eine (von B abhingige)
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§ 1bis. Definition 3. Die zweite areolire Ableitung u®(x, y)
oder Dy y @,0(]) einer in einem Bereiche B definierten, reellwertigen
Funktion u(x, y) sei die areoldre Ableitung der (ersten) areoldren Ablei~
tung ut)(x,y) oder Dy, ®@«(]). Im allgemeinen sei die k-te areoldre
Ableitung u*)(x, y) einer Funktion u(x,y) die areoldre Ableitung der
(k—1)-ten areoldren Ableitung (k ganz und = 2).

Hat eine reellwertige Funktion u(x,y) in einem Bereiche B erste bis
(p— 1)-te areolére Ableitungen (p ganz und = 2), und sind die partiellen
Ableitungen von u(?-1)(x, y) nach x und nach y in B vorhanden und stetig,
so lassen sich in B p-te obere und untere areoldre Derivierte definieren als
obere bzw. untere areoldre Derivierte von u(?P-1)(x, y).

Aus Satz 27 (nebst letztem Absatz des zugehérigen Par.) und der
Bemerkung II zu Satz 23ter in unserer Arbeit: Acta math. 78 (1946) folgt:

Zu jeder in einem beschrinkten Dirichletschen Bereiche B beschrankten
und nach Lebesgue messbaren (reellwertigen) Funktion ¢(&, 7) gibt es eine
und nur eine in B definierte (reellwertige) Funktion u(&, ), welche in B
beschrénkte p-te extreme areoldre Derivierte hat (p ganz und =2), und
auf dem Rande — ebenso wie ihre ersten bis (p— 1)-ten areoléaren Ablei-
tungen — Grenzwerte = 0 hat, wihrend ihre sodann fast iiberall in B
existierende p-te areoldre Ableitung fast iiberall in B gleich ¢(&, %) ist. In
jedem Punkte (x, y) e B ist

(—=1)r!
u(x, y)= gp & n:xy) @& n) dédy;
f‘sf

2ma,

dabei ist gp(&, u; x, y) die Greensche Funktion p-ter Ordnung von B fiir
den Punkt (x, y) 6); ap hat den Wert 22(7-1) {(p—1)!}2.

Das Beweisverfahren des Satzes 3.13 in Stone, loc. cit. 3) lasst
daraus ableiten den

Satz 2. gp(& #;x,y) sei die Greensche Funktion p-ter Ordnung
eines beschriankten Dirichletschen Bereiches B, mit Rand C, fiir den Punkt
(x,y) € B. Es seien weiter:

(1) L, die Klasse der in B definierten, komplexwertigen, nach Lebesgue
messbaren Funktionen f(&, ), fir die [ | f(& n)|2dédy existiert;

B

(2) 2D die grosste Teilklasse von Ly, deren jede Funktion, ebenso wie
ihre existierend anzunehmenden, ersten bis (p— 1)-ten areoldren Ablei-
tungen (p ganz und = 2), auf C Grenzwerte = 0 hat, widhrend Real- und
Imaginérteil einer solchen Funktion in B beschréankte p-te extreme areoldre
Derivierte haben 7);

6) Siehe loc. cit. 1), S. 255 (Def. 8). Fiir. p > 2 héngt die Funktion g,(§, 7; x, y)
stetig von &, 7, x und y ab; ausserdem ist fir (£, 7)€ B, (x, y)e B gp( & m; x, y) =
= gp(x y; & n). Zum Beweise benutze man die Darstellung von g, loc. cit. 1), S, 256
(Fussn. 63).

7) Man hat beim Beweise die Eigenschaft von D zu benutzen, dass sie iiberall dicht
liegt in dem von den Funktionen von Lg gebildeten Hilbertschen Raum. Diese Eigen-
schaft lasst sich ableiten unter Anwendung von Formel (19), loc. cit. 1), S. 225.
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(3) R die grosste Teilklasse von L,, deren jede Funktion in B be-
schrinkt ist; zwei Funktionen von R, welche nur in den Punkten einer
Menge vom Lebesgueschen Masse Null verschieden sind, betrachten wir
als identisch.

Der Operator T(?), fiir die zu D(?) gehdrenden Funktionen u + iv in fast
allen Punkten von B definiert durch die Relation

ulP (x, y) +iv? (x. y) =@ (x. y) +iv (% y),
liefert eine eineindeutige Abbildung von D(») auf R; der inverse Operator
ist ein Integraloperator mit symmetrischem Kern von Hilbert-Schmidt-
Typus 4) und mit dem Bereich R:

i, g4t )—[T‘w] o gl + e Lo ll=
ffgp £ns x ) - [ 6 ) + i (6 ) dE o,

2na

mit ap = 22(-1). {(p—1)!}2. Die Operatoren T(?) und [T(P)]-1 sind
,essentially’ selbst-adjungiert 5) in dem aus L, in bekannter Weise hervor-
gehenden Hilbertschen Raum.

Das Analogon von Satz 2 gilt in jedem beschrinkten Dirichletschen
Bereiche des dreidimensionalen euklidischen Raumes.

§ 2. Satz 3. B, L, D, R und T mbgen die gleiche Bedeutung haben
wie in Satz 1. Dann gilt:

a) der Operator T hat abzahlbar unendlich viele, von Null verschiedene,
isoliert liegende Eigenwerte ln, die nur reell sein kénnen; Tf—1.f =0
hat fiir jeden Eigenwert [ — I ein System von nur endlich vielen, paar-
weise orthogonalen (und somit linear unabhingigen) Lésungen (Eigen-
funktionen);

B) fiir jeden reellen oder komplexen Wert [, mit [ £, (n = 1,2, ...),
und x(x, y)€ Ly hat Tf —1. f — y héchstens eine Losung f € D;

7) die geméss a) zu den verschiedenen I, gehérigen Eigenfunktionen
bilden ein vollstindiges System im von den Funktionen der Klasse L,
gebildeten Hilbertschen Raum.

Beweis. DaT-1f =0 nur die Lésung f = 0 zulasst, sind die Eigen~
werte von 7-1 von Null verschieden.
Aus der Gleichwertigkeit der Gleichungen

T-f=1-f uwd Tf=7-f (F0)
folgt, dass die zu gegebenem I =% 0 gehérenden Eigenfunktionen von T-1

gleichzeitig Eigenfunktionen von T fiir den Eigenwert% sind, und um-
gekehrt.

Nun ist T-1 ein selbstadjungierter Operator mit endlicher Norm (in dem
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aus Ly hervorgehenden Hilbertschen Raum). Ihre Eigenwerte sind somit
reell, und bilden eine abzdhlbar unendliche isolierte Menge; zu jedem
Eigenwert gehdren endlich viele paarweise orthogonale Eigenfunktionen;
diese bilden ein vollstindiges System (im zugehorigen Hilbertschen
Raum) 8). Da Null kein Eigenwert von T ist, folgen hieraus schon die
Behauptungen von Satz 3.

In derselben Weise beweist man den

Satz 4. B, Ly, D7, R und T(») mégen die gleiche Bedeutung haben
wie in Satz 2. Dann gilt:

a) der Operator T(?) hat abzéhlbar unendlich viele, von Null verschie-~
dene, isoliert liegende Eigenwerte I, die nur reell sein konnen;
T f—1. f = 0 hat fiir jeden Eigenwert [ = I, ein System von nur end-
lich vielen, paarweise orthogonalen Lésungen (Eigenfunktionen);

B) fiir jeden reellen oder komplexen Wert [, mit [ =41, (n =1,2,...),
und y(x, y) € L, hat T(?)f —1. f = 5 héchstens eine Losung fe D(P);

7) die geméss a) zu den verschiedenen I, gehdrigen Eigenfunktionen
bilden ein vollstindiges System im zugehdrigen Hilbertschen Raum.

Die Analoga der Sétze 3 und 4 gelten im dreidimensionalen euklidischen
Raum.

§ 3. Dereindimensionale Fall. Als Analoga zu den areo-
laren Ableitungen und -extremen Derivierten haben wir hier die mit —1
multiplizierten, zweiten Ableitung bzw. zweiten extremen Derivierten; die
Existenz der ersten Ableitung wird dabei vorausgesetzt.

Betrachten wir als Greensche Funktion des Intervalles (0,!) fiir den
Punkt x € (0, !) die Funktion g(&, x), definiert durch:

g(f.x)z—f(—ll_i). falls 0 < ¢ =,

und durch:
g (& x)= x(ll—é') , falls x << E<L

Man beweist dann leicht:

Zu jedem in (0,!) beschrinkten und nach Lebesgue messbaren (reell-
wertigen) Funktion ¢(£) gibt es eine und nur eine in (0,!) definierte
(reellwertige) Funktion u(&), welche in O und ! Grenzwerte Null hat, und
deren obere und untere Derivierte zweiter Ordnung in (0,!) existieren,
beschréankt und fast iiberall gleich — ¢ (&) sind. In jedem Punkte x € (0, )
ist

l
u(x):fg(é.x)'(p(é)dé,

mit g (&, x) als Greensche Funktion von (0, /) fiir den Punkt x.

8) Siehe Stone, loc. cit. 3), S. 193 (Th. 5. 14).
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Die Analoga der Sétze 1 und 3 fiir den eindim. Fall liegen hiernach auf
der Hand.

Als Analoga zu den p-ten areoldren Ableitungen und -extremen Deri-
vierten haben wir hier die mit (— 1)? multiplizierten, 2p-ten Ableitung
bzw. 2p-ten extremen Derivierten 9).

Betrachten wir als Greensche Funktion p-ter Ordnung des Intervalls
(0,1) fiir den Punkt x €(0,1) die Funktion g,(&, x), welche folgenden
Bedingungen geniigt: ihre 2p-ten extremen Derivierten existieren, und
haben den Wert Null in allen von x verschiedenen Punkten von (0,[);
in 0 und in [ haben g, und ihre 2-ten, 4-ten bis (2p — 2)-ten Ableitungen
dw-1g

. . de—l
Grenzwerte gleich Null; es ist 2——9 (x 4+ 0) — d 21

d x29-1
durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt 10).

Man beweist wieder leicht:

Zu jedem in (0,!) beschrinkten und nach Lebesgue messbaren (reell-
wertigen) Funktion ¢(&) gibt es eine und nur eine in (0,[) definierte
(reellwertige) Funktion u(£), welche in 0 und [, ebenso wie ihre 2-ten,
4-ten bis (2p — 2)-ten Ableitungen, Grenzwerte Null hat, und deren obere
und untere Derivierte 2p-ter Ordnung in (0, /) existieren, beschrankt und
fast iiberall gleich — ¢ (&) sind. In jedem Punkte x € (0, ) ist

[

ulx)= | gp (& x) - @ () dé,

0

(x—0) =1.gist

mit gp(£, x) als Greensche Funktion p-ter Ordnung von (0,!) fiir den
Punkt x.

Die Analoga der Satze 2 und 4 fiir den eindim. Fall liegen nun wieder
auf der Hand.

9) Vergl. loc. cit. 1), S. 211 u. 262 (Fussn, 68).
10) Vergl. Bocher, Lecons sur les méthodes de Sturm dans la théorie des équations
différentielles linéaires, Coll. Borel, Paris 1917, Kap. 5, insbes. S. 100.



