Mathematics. — Sur les systémes d'équations aux dérivées partielles, qui,
comme les systémes normaux, comportent autant d équations que
de fonctions inconnues (troisiéme communication). By A. FINzL
(Communicated by Prof. L. E. J. BROUWER.)

(Communicated at the meeting of February 22, 1947.)

§ VL

Systémes auxquels on ne peut pas appliquer les considérations du

§Iloudu § V.

On a vu dans le paragraphe précédent que s'il est possible de déduire des
équations (1) une systéme normal d'ordre A(), les (1) admettent une
solution et une seule quand on donne des valeurs initiales des ¢ et de leurs
h()—1 premiéres dérivées satisfaisant a n(h() —h) + [ conditions. Quand
> hn, le nombre des conditions deviendrait plus grand que celui des
fonctions a donner.

Mais nous montrerons que si les hn premiers systémes, qui se déduisent
du systéme donné par la méthode des §§ II et V, ne sont pas normaux,
il existe entre les F, les @ et leurs dérivées une identité de la forme

W(F,Fy...,Fs....®,...,x)=0. (12)

Siune @u(u=1, 2, ..., nh+ 1) est identiquement nulle, la proposition
est démontrée, parce que Py elle-méme constitue la relation cherchée. Dans
le cas contraire nous savons que des (1) on peut déduire les nh+1
combinaisons @4, Py, ..., Punyqy d'ordre AW, A2, ..., h(Ar+1),

@, est, comme on l'a vu, une combinaison linéaire entre les dérivées des
F d’ordre (1) + 1 en ¢, @, est une combinaison entre les dérivées de P et
des F d'ordre A2+ 1 en ¢; enfin Pnnyq est une combinaison entre les
dérivées de @nn et des F d'ordre h(*#+1) + 1 en ¢.

Choisissons maintenant un nombre

h = R+

et considérons le nombre des fonctions indépendantes des F et des leurs
dérivées, qui ne contiennent pas de dérivées des inconnues ¢ d'ordre
supérieur a h.

Parmi ces fonctions nous pouvons prendre en premier lieu les F elles-
mémes et leurs dérivées jusqu'a l'ordre h—h.

Prenons ensuite les dérivées d'ordre A—Af) de @;; celles d'ordre
inférieur ne sont en effet que des combinaisons entre les dérivées des F

d’ordre, par rapport aux inconnues ¢, inférieur oit égal a h et ne peuvent
donc pas constituer de nouvelles expressions indépendantes.

Puis prenons les dérivées d’ordre A — A(2) de ®,, puisque celles d’ordre
inférieur sont des combinaisons des dérivées de @, et des F d'ordre, par

rapport a @, ne dépassant pas h.
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Procédons d'une maniére analogue pour les relations successives et ainsi,
finalement, prenons les dérivées de ®nnyy d’ordre A—h(n+1),

Nous voulons montrer que lorsqu’'on fait augmenter h, le nombre des
expressions considérées arrive a dépasser le nombre total des ¢ et de leurs
dérivées dont elles dépendent. Ces arguments sont en nombre égal a celui

des dérivées d’ordre non supérieur a4 A d'une fonction de m + 1 variables,
augmenté de 1 et multiplié par n. Les F et leurs dérivées jusqu'a l'ordre

h— h sont, d'autre part, en nombre égal & celui des dérivées d’ordre non

supérieur 3 A— h d’une fonction de m + 1 variables, augmenté aussi de 1
et multiplié par n.
La différence de ces deux nombres est égale au nombre total des dérivées

dordre hA—h + 1, A—h'+ 2,...,h d'une fonction de m + 1 variables,
multiplié par n: il est certainement plus petit que celui des dérivées d'ordre
(m+ h)!
m! h!
Il y a aussi, parmi les expressions a considérer, et comme on I'a vu, les
dérivées d'ordre A—h() de @, celles d'ordre h—h(2) de @, et, enfin,

celles d’ordre A— h(r#+1) de Pnnyq: leur nombre total sera certainement

h de la fonction, multiplié par hn, c’est a dire hn

supérieur au nombre des dérivées d'ordre A— h(*#+1) d'une fonction de
(m 4+ h—hnh+1)|
m! (h—hh+0)]
Lorsque 7 augmente indéfiniment, le rapport entre les nombres
(m 4+ h — hah+1)] . h(m—}—l_z)! nh+1

— — tend vers
m! (h — h(nh+1) | m! h! nh

m + 1 variables, multiplié par nh 4 1, c.-a-d. (nh + 1)

(nh + 1) > 1.

Le nombre des expressions considérées devient donc supérieur a celui
des arguments dont elles dépendent: il doit donc exister entre les F, les @
et leurs dérivées une relation identique comme la (12).

§ VIL

Existence des solutions pour les systémes considérés au § précédent.

Comme nous avons vu au paragraphe précédent, la relation (12) est une
identité en ¢; elle doit donc étre, en particulier, satisfaite si 'on prend pour
les @ une solution éventuelle des (1).

Cela équivaut a dire que (12) elle-méme est nécessairement vérifiée par
des valeurs nulles des F, des & et de leurs dérivées: au cas contraire elle
constituerait une relation absurde pour le syst¢éme donné qui ne pourrait
pas admettre de solution.

Si nous supposons, comme cela est toujours possible, que la caractéristique
de la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne de Q2 est égale a

20
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n—1, nous pouvons certainement construire une expression différentielle
convenable Z, d'ordre h en ¢, telle que le systéme

. =F,+Z=0, (13)
F;=0 (i=2,3,:.00n)

soit normal.
Puisque, comme nous l'avons vu, la relation (12) doit étre vérifiée par
les valeurs nulles des F, des @ et de leurs dérivées, 1'équation

WA oy ns s B sos s Prunv s X)==0 (121)

(®* étant les combinaisons qu’on obtient des & en substituant F} a Fy)
sera satisfaite si I'on prend pour les ¢ une solution du systéme normal (13).
La relation (121) constitue donc une équation différentielle qui doit étre
satisfaite par Z, définie par la solution du méme systéme (13).
Cette équation doit admettre nécessairement la solution nulle: en effet
quand on prend

Z =0, (14)

(121) se réduit & (12) et par conséquent est certainement satisfaite.
Désignons maintenant par h* l'ordre de la dérivée la plus élevée de F; en
(12) et supposons que (121), considérée comme une équation en Z, soit
normale par rapport a z0.

Il découle alors de ce qui a été dit que si Z est nulle ainsi que ses
premiéres h*—1 dérivées sur la surface

22(x% x, ..., x™") =0 (6)
pour une solution du systéme normal (13), il devra étre partout
Z=0 (14)

et la méme solution vérifiera aussi le systéme donné (1).

On voit tout de suite la différence substantielle entre le cas présent et
celui étudié aux § Il et V.

Nous devons maintenant assigner, sur la surface portante, les ¢ et leurs
premiéres h— 1 dérivées assujetties a h* conditions convenables; mais la
solution du systéme donné n'est pas déterminée d'une maniére univoque.
On peut, au contraire, imposer a la solution elle-méme une autre condition
différentielle.

Z=0 (14)

dans tout le domaine de définition.

Comme on l'a observé au numéro 5 de la préface, un systéme d'un tel
type peut donc étre comparé, de ce point de vue, a un systéme de n—1
équations de n fonctions inconnues.

Mais naturellement si A* > hn on devra prendre Z de fagon que, par un
choix convenable des valeurs initiales, il soit possible de satisfaire, avec
la solution du systéme normal, les h* conditions en question.
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§ VIIL

Lemme relatif aux combinaisons .

On a vu au § V que le systéme (1) admet une solution et une seule
quand on se donne, sur x0 = a, les ¢ et leurs h) — 1 dérivées assujetties
a (h) — h)n + [ conditions.

L’analogie avec la théorie des systémes normaux conduit & se demander
s'il suffit de se donner les ¢ et leurs h—1 premiéres dérivées seulement,
assujetties naturellement a [ conditions.

Nous verrons au paragraphe suivant que la réponse est affirmative quand
la condition suivante est satisfaite:

Les coefficients des dérivées des ¢ d'ordre h, que nous désignerons
maintenant par E ), ne contiennent pas de dérivées des ¢ d’ordre supérieur
a h—1+ 1; les coefficients des dérivées des ¢ d’ordre h— 1, que nous
désignerons par E,), ne contiennent pas de dérivées d'ordre supérieur a
h—1+ 2, et en général les coefficients des dérivées d’ordre h—r, que
nous désignerons par E;), ne contiennent pas de dérivées d’ordre supérieur
a h—1+ r + 1. Dans cette hypothése plus générale rentre en particulier
le cas d'un systéme d’équations linéaires et celui de I = 1.

Nous devrons faire, dans ce paragraphe, quelques considérations
préliminaires.

Etant donnée, en premier lieu, une équation différentielle satisfaisante
a la condition énoncée, supposons d'abord, pour plus de simplicité, qu ‘elle
ne comporte que des dérivées ordinaires

oh—
ZJE(O) ox hj+ +2_]E(s) JQxhi—s + +2,jE(r) h—-r +...—-—0

Sa dérivée d’ordre ¢t sera donnée par

Ottt o, t\ osEd ] onHt-s g,
Z'J'E({»-a—x,,—f?-i--n-{-Z'j[(s) axs(°)+---+E(§)]W§£l+-..+

t r-s g . +t
+2,[( )a Bo, +( s)a——E‘S’+...+E(’,):|°axh+,_ +..=0.

axr—s

Nous pouvons observer que les coefficients des dérivées des ¢, d'ordre
h + t —r ne peuvent pas contenir de dérivées des E(5) d'ordre supérieur a
r— s, et que, ensuite les E|,) y entrent seulement en termes finis.

Une conclusion analogue est aussi valable pour une équation aux dérivées
partielles.

Nous nous servirons de cette simple observation pour démontrer un
lemme relatif a la structure des expressions @p.

®u peut étre regardée comme une combinaison entre les dérivées des
F jusqu'a celles d’ordre h(*) — h + p.

Nous voulons maintenant démontrer que le coefficient d'une dérivée
d'ordre A#) — h + u— v peut contenir les E, seulement en termes finis
et les dérivées des E(,_p seulement jusqu'a l'ordre p.
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Le lemme est certainement exact pour @;: en effet @, est une combinaison
entre les dérivées des F d'ordre A1) — A + 1 et les coefficients de celles-ci
contiennent les Eq en termes finis.

I reste donc a démontrer que si notre lemme est exact pour @ il I'est
aussi pour @uti.

Il s’agit évidemment de faire voir que dans ®Puy; les coefficients des
dérivées des F d'ordre A#+1) —h+ u—»+ 1 peuvent contenir les
dérivées des E_p seulement jusqu'a l'ordre p.

Montrons d'abord que dans @u le coefficient d'une dérivée d'une
ah(!‘) @)

(©) () (®)
0x"0" g1 gyemhtm

des E(,_p d'un ordre supérieur a p.
Ce coefficient est donné en effet par la somme de ceux de

()
0" gy
ax°"3”) ax'h(‘m i .ax”'h(#‘)
dans les dérivées des F, multipliés par les coefficients de ces dérivées
dans g,

Les dérivées des F qui entrent en ®u et qui peuvent contenir

ah(ll-) ®;
ax°"3”’ bx‘h(‘m. . .ax”‘h(:')
sont évidemment seulement celles d'ordre A(*) —h + u, A® —h + p—1,
..., h(®)—h, et, d’aprés la remarque faite au commencement du para-
ah(#) @)

(1) (&) (u)
dx0M0 guthi” | gxmhm

peuvent pas contenir de dérivées des E(,—p d'un ordre supérieur a
p. p—1, ... respectivement.

D’autre part, ayant supposé notre lemme vrai pour ®u, dans une telle
combinaison les coefficients des dérivées des F d'un ordre non inférieur
a h(*) — h ne peuvent pas contenir de dérivées des E(,_, d'un ordre supé-
rieur a p.

Nous avons donc effectivement démontré que le coefficient de

ah(ﬂ) ®;

() () ()
dx0M0 gl | .ax”"'g

Eu-p d'un ordre supérieur a p.

La derniére ligne de Q(¥) contient donc les dérivées des E(,_, seulement
jusqu'a l'ordre p; les autres lignes du déterminant sont proportionelles a
celles de 2 et contiennent donc seulement les Eg en termes finis.

®pi1 est une combinaison entre les dérivées de Fi(i=2,3,...,n)
d'ordre h(#+1) —h + 1 et les dérivées de ®u d'ordre A+ — AW + 1; les
coefficients des premiéres sont les coefficients des puissances des p dans
le développement du mineur de £2(#) obtenu en négligeant la i-iéme ligne

des ¢, d’ordre A(#) ne peut pas contenir de dérivées

dans ces dérivées ne

graphe, les coefficients de

dans @ ne peut pas contenir de dérivées des
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et la premiére colonne, alors gae les coefficients des secondes sont les
coefficients des puissances des p dans le développement du mineur de
Q#), obtenu en négligeant la derniére ligne et la premiére colonne.

Les coefficients des premiéres contiennent donc les dérivées des E,_p
jusqu'a l'ordre p seulement et Satisfont par conséquent au lemme, alors
que les coefficients des secondes contiennent seulement les E, en termes
finis. @u, d’aprés notre lemme, est une combinaison, dont chaque terme est
constitué par une dérivée de F; (i = 1, 2, ..., n), d'ordre A*) —h + p—r,
multipliée par un coefficient, qui peut contenir les dérivées des E(—p
jusqu’a l'ordre p seulement.

Si nous dérivons un tel terme A(*+1) —h(# + 1 fois, nous obtenons un
premier terme constitué par une dérivée de F; d’ordre ht¥+1)—h+u—rv+1,
multipliée par un coefficient, qui peut contenir les dérivées des E(_p
jusqu’a l'ordre p, d’autres termes constitués par une dérivée de F: d'ordre
h(#+1) —h + p—+7, multipliée par un coefficient, qui peut contenir les
dérivées des E_p jusqu'a l'ordre p + 1, etc.

Evidemment tous ces termes satisfont aussi notre lemme.

Ce lemme est donc vrai pour @pu.1, et, par conséquent, pour toutes les
@, Lorsque le systéme donné satisfait la condition énoncée au commen-
cement du paragraphe, le coefficient dans ®u d'une dérivée de F; d’ordre
h*) —h + u—y ne pourra pas contenir de dérivées des ¢ d'un ordre
supérieur & h—1+ v + 1.

§ IX.

Nouvelle forme du théoréme d’existence pour une classe de systémes
non normaux.

Revenons maintenant a la question, que nous avons posée au commen-
cement du paragraphe précédent et supposons que le systéme donné vérifie
la condition énoncée.

Nous devons substituer aux anciennes (h) — h)n -+ [ conditions, autant
d’autres conditions équivalentes.

1 de celles~ci ne doivent pas contenir de dérivées par rapport & x0 d'ordre
supérieur 3 h—1, de fagon & constituer autant de conditions pour les
nouvelles données initiales: les ¢ et leurs premiéres h—1 dérivées. Il
0 ;
90"
en fonction de ¢ et de leurs premiéres h— 1 dérivées par rapport a x9,

devra y avoir ensuite n équations qui permettent de déterminer les

htlg,
n qui permettent de déterminer les 5—6’:)% en fonction des h premiéres
X

dérivées, et ainsi de suite jusqu'a I'ordre h() —1.
La relation

I'=0 (4)

i M . g ;
obtenue en éliminant les (':f, entre les équations du systéme donné
ox
constitue une premiére relation pour les nouvelles valeurs initiales.
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La condition de rendre nulles les F; (i = 2, 3, ..., n) et leurs premiéres
h)y —h —1 dérivées apporte ensuite n— 1 équations indépendantes pour
oo,

dx0"

déterminer les

et autant, respectivement, pour les

A+ g Jhth—1 ®;
YA,

Il suffira donc de trouver — 1 conditions pour les valeurs initiales et

0" g;

dx"

De cette derniére nous pourrons en effet obtenir, par dérivations succes-

afH—l (p]
xo’H-l ’

une équation en termes finis en

sives par rapport a x0, une équation pour les une pour les

2 g
ax'_oh+2 .
A partir de &p (u =1, 2, ..., 1) nous définissons la nouvelle combinaison

—n g,
]

d xoh(ﬂ)__h

et ainsi de suite jusqu'a l'ordre A() —1.

;. , dans laquelle les coefficients des dérivées des sont les mémes

ah(#)_h Fi

3x? h#) _p

que dans @, alors que, au contraire, les coefficients des et de

toutes les autres dérivées des F; sont nuls.
nle)

Les dérivées des hi)’ peuvent apparaitre seulement dans les dérivées
ot¥—r F,
des _h("‘)—hl; leurs coefficients sont donc les mémes dans @ et dans D, .
ox0™

Puis, comme coefficients de dérivées d'un ordre supérieur a h(#), ils sont
certainement nuls dans @*#, ils doivent donc étre nuls dans @}.

Un terme quelconque de @, sera donné par

g A (15)
d xoh(!‘)—lurt
mettant entre parenthése une des F; ou une de leurs dérivées par rapport
aux variables x1, x2, ..., x™.

D’aprés la remarque faite & la fin du paragraphe précedent a ne pourra
pas contenir de dérivées d'un ordre supérieur 8 h—1I + u—t + 1 dans le
premier cas, et 8 h—1I[ + u—t¢ dans le second.

Construisons maintenant une troisi¢éme combinaison (D;* en substituant
a (15) dans le premier cas

a_at_( _ (AW—h\ da 3t ( A9 —h 41\ 0%
x0T 1 0x? g0t ¥° 2 dx%*

(W —h + ¢—2 0f—la o
__1)t—1 2 O
+ e st (1) ( —1 ) 30T Ox0

(.)+
(16)
(o)
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et dans le second

ot h®—h\ da ot—! h¥—h-4-1\ 0%a 02
adxot()_< 1 )Wa—xotj(. +< 2 )bxozaxot._z -..)+
(17)
he)—h 4t —1) 0
+...+(-1)t( t+ )—ax:‘("')'

@**, ainsi définie, est une combinaison entre les dérivées des F jusqu'a
I'ordre u et peut donc contenir les dérivées des ¢ jusqu'a l'ordre A + u.
En dérivant (16) h{#)— h fois par rapport & x0 on obtient

h®—p + t—1 dta ah(#)_h
¢ ) 3! yx0r-h

h'“'—h + t—2 ah(")‘h‘”“a 9
—1 Pt 3 )

ah(!‘)—hn

( --)+(—1)'“"<

a .  \.
axoh('u)—h+t

(.)+
(16')
et

Puisque, en vertu de l'identité

()G 02 () 057)+
+‘..+(—1)r(;> (s+:"1>.:o

tous les coefficients de dérivées de (...) d'ordre A®¥)—h +¢t—1,
h#) —h +¢t—2 ... h®) —h 4+ 1 sont nuls.
De la méme fagon, en dérivant (17), on obtient

o DU ey (BOTR A 3ta @
axoh(ﬂ)_hH t+l axot+1 axoh(u)_h_1

hW—h -+ t—l) ah(#)_h.;.ta
t

(17)
+ ... -i—(—l)’(

———_h(:”’>——h+t I
axo

Les expressions (16’) et (17’) différent de (15) par des termes, qui

()
" ey

peuvent contenir les ——-Z
axoh(#)

(si w = 1), mais pas leurs dérivées.

Il en résulte que dans I'équation, qu'on obtient en dérivant @;‘:0 R —h

()
" e,

sont les
R

fois par rapport a x0, les coefficients des dérivées des

0x?
mémes que dans @;, = 0 et sont par conséquent tous nuls.
0" g,

dx0"

doivent étre

Donc, dans (D;": 0 les coefficients des dérivées des

Ry
9xo

nuls, de sorte que cette équation constitue, par rapport aux mémes

une relation en termes finis.
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h

Nous montrerons maintenant qu'il est possible d’éliminer les g Z’hj entre
x

F,, Fg, ..., Fa et chacune des combinaisons o7, D, ..., DI, de maniére

qu'on arrive a obtenir, comme on le voulait, —1 conditions pour les
. valeurs initiales.
Il s’agit évidemment de faire voir que le déterminant formé par les

: R,
coefficients des L Z)hj en Fo, F,, ..., Fa, @, (u=1,2,...,1—1) est nul.
E

Pour cela nous notons que, étant donnée la non-normalité du systéme.

W—h R.
a——”—F'=0 (i=2,3,...,n),
axoh'u—"l (lf")
D,=0,
ah(#) ,
le déterminant des coefficients des 7}1:;’ est nul.
0x

D’autre part d’'aprés (16’) et (17’) et d’aprés ce qui a été dit, on voit
facilement que quand p <[, comme c'est le cas actuel, les termes pour les-
h)—p Q“ hle)

: 0 /
et qui contiennent les — 27

, sont tous
9 Al —p axoh(f‘)

quels @, différe de

du type
ah(#)_h F,'

d xoh(.“)—h

(1)
" g,
Oxoh(#)

.

ou C désigne un coefficient, qui ne contient pas les

Le déterminant formé par les coefficients des

*%
ah(m(pj - ah(ﬂ)_h Fz ah(.u)_h F3 ah(#)_h Fn ah(ﬂ) ¢#
axc/-l(#) axoh(m_h ! axoh(ft)_h reser axoh(/‘)_h ’ axoh(#)—h

doit donc étre nul.

Lol
ah(#) ®; ah(u).—h @,

De cela, comme les coefficients des dans sont respec-

axoh(ft) axoh(#)_h

0 g;

tivement égaux a ceux des
dx0"

dans @*, il en résulte que le déterminant
n

- g, . ;
des coefficients des — %/ dans Fo, Fs, ..., Fn, @** est aussi nul, ce qui
dx0" #

est d'accord avec nos intentions.
@ = 0 constitue ensuite la condition & associer aux équations

Fi=0 (i=23,....n)
g,

T en fonction des données initiales.
X

pour déterminer les
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En dérivant successivement par rapport a x?, on tire de @;* — 0 comme
on a dit au début du paragraphe, les autres conditions nécessaires pour
déterminer les dérivées des ¢ d'ordre h + 1, h + 2, ..., A) —1.

Nous sommes arrivés ainsi a construire les nouvelles (h() —h)n + 1
conditions pour les ¢ et leurs dérivées et il est facile de se rendre compte
de ce gu’elles sont absolument équivalentes aux anciennes.

On doit observer que le résultat obtenu peut &tre établi, avec des con-
sidérations semblables, également sous des conditions différentes de celle
énoncée au commencement du paragraphe précédent.

Cela est vrai, par exemple, et je me contenterai ici de I'affirmer, sous
la condition suivante, qui, en quelque sorte, a un caractére moins restrictif
que celle dont il a été question jusqu'ici:

Les coefficients des dérivées des @, d’ordre, par rapport & x9, égal a h,
ne contiennent pas de dérivées d’ordre, par rapport a x9, supérieur a h—1I;
les coefficients des dérivées, d'ordre, par rapport & x0, égal 3 h—1, ne
contiennent pas de dérivées d’ordre, par rapport a x0, supérieurah—1+ 1;
et en général les coefficients des dérivées d'ordre, par rapport & x9, h—r,
ne contiennent pas de dérivées d’ordre, toujours par rapport a x9, supérieur
ah—I+r.



