
Mathematics. - Bericht über die verschiedenen Methoden zur Lösung 
eines Systems linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten . V. 
By E. BODEWIG. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(CommURicated at the meeting of September 27. 1947.) 

111. Methode der Elimination. 

Nehmen wir an. im nicht~durchdividierten System ~! = m seien in den 
drei ersten Gleichungen mehrere der Koeffizienten a12. a13. a21. a23. a31. 
a32 ungünstig. Multipliziert man dann die erste Gleichung mit der Unter~ 
determinante All ' die zweite mit A 21. die dritte mit A 31 und addiert. so 
verschwinden bekanntlich in der neuen Gleichung die Unbekannten X2. X3· 
Ebenso verschwinden durch Multiplikation mit A 12. A 22 . A 32 bzw. A 13. 
A 23. A33 die Unbekannten Xv X3 bzw. Xl ' X2 in den zugehörigen Glei~ 
chungen. Wir bekom men also drei neue Gleichungen. in welchen gerade 
die störenden Koeffizienten fehlen. während die Koeffizienten von X4 • . ••• Xn 

natürlich noch vorhanden sind. 
Wem die Multiplikation mit den genannten Unterdeterminanten etwas 

umständlich erscheint. besonders wegen der zusätzlichen Zahl von Dezi~ 
malen in den übrigen Koeffizienten. kann sich mit angenäherten Werte 
der Alk begnügen. Dann werden allerdings in den neuen drei Gleichungen 
die Koeffizienten ausserhalb der Diagonale nicht mehr verschwinden. ab er 
sie werden doch viel kleiner sein als bisher. Die Ursache der Störung ist 
also behoben. 

Ergebnis. 1. Die Methode von CESARI verkleinert alle Koeffizien~ 
ten ausserhalb der Diagonale. Sie ist die beste. Aber sie kostet 
2 n3 + n2 Multiplikationen. 

2. Der Kunstgriff von VAN DER CORPUT ist die einfachste und un~ 
übertroffene Methode. um einen einzelnen störenden Koeffizienten 
zu beseitigen. wenn gleichzeitig der symmetrische Koeffizient eine 
Vergrössrung ertragen kann. Unter derselben Voraussetzung kann 
man unter Umständen mehrere störende Koeffizienten beseitigen. 
und dadurch die maximale Spaltensumme verkleinern. Sie kostet 
2 n(n-1) MuIt. 

3. Die Methode der ganzen oder teilweisen Elimination beseitigt 
störende Koeffizienten. welche symmetrisch zueinander liegen. Sie 
kostet. wenn sie vollständig ausgeführt wird. 9n + 9 bzw. 9n + 27 
Multiplikationen. ist also sehr billig. Für n> 6 bzw. 7 ist sie sogar 
billiger als die Methode von VAN DER CORPUT. 

VIn. Die modifizierte GAusssche Methode. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir gezeigt. dass von allen Methoden 
zur Auflösung linearer Gleichungen. seien es direkte oder indirekte. be~ 
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stimmte oder unbestimmte. die GAusssche bei weitem die beste ist. da sie 
die geringste Zahl von Rechenoperationen erfordert und dab ei den even~ 
tuellen symmetrischen Bau des Gleichungssystems zur VereinEachung der 
Rechnung berücksichtigt. 

AuE der andern Seite sind mit dem GAusSschen Verfahren. obwohl es 
theoretisch die geringste Rechenarbeit erEordert. auch einige Beschwerden 
verbunden. die wir nunmehr beseitigen wollen. 

In der Praxis liegt die Sache nämlich meist etwas anders. Denn das 
System Sn hat mei stens schon von vorneherein mehrstellige Koeffizienten 
aik . Zum mindesten ist dies aber der Fall nach AusEührung der ersten 
Elimination. der von Xl' also beim System Sn~l. dessen Koeffizienten durch 
Multiplikation mit aill all entstanden sind. Die Quotienten a12/a22 und 
die weiteren Quotienten können also überhaupt nicht genau berechnet 
werden. Bricht man sie aber nach der m-ten Dezimale ab. so sind die 
Koeffizienten ai'k des Systems Sn_2 auE eine vom einen Koeffizienten zum 
andern verschiedene Anzahl Dezimalen genau. Man kann nun entweder 
jeden Koeffizienten auE so viele genaue Dezimalen ansetzen wie es mög~ 
lich ist. oder alle Koeffizienten auE die gemeinsame. also kleinste Zahl 
von genauen Dezimalen abrunden oder drittens alle Koeffizienten auE die 
gleiche. kleinste. relative Genauigkeit abrunden. Jede dieser drei Möglich~ 
kei ten hat aber ihre N achteiie. 

Bei der ers ten bekommt man schliesslich Koeffizienten mit ganz ver~ 
schiedenen absoluten und relativen Genauigkeiten. also auch Dezimal~ 
stellen. Bei der zweiten und dritten Möglichkeit sinkt die Genauigkeit der 
Koeffizienten der auEeinander Eolgenden Systeme rasch. so dass. wenn 
n = 20 war. das System 5 1 : aX20 = b sehr ungenaue Koeffizienten a. b 
hat verglichen mit etwa denen von Sn_I. Die grosse absolute und relative 
Genauigkeit der Koeffizienten der vorhergehenden Gleichungen ist daher 
zwecklos gewesen. 

Auch hat man zu bedenken. dass die Koeffizienten in ~l unterhalb der 
Diagonalen nicht genau verschwinden. sondern lediglich der "Beobachtung 
entgehen. Denn schon die aiJ sind nicht wirklich gleich Null. haben viel~ 
mehr Fehler. die wohl zuerst unbedeutend sind. die sich aber im LauEe der 
weiteren Rechnung so vergrössern. dass sie die Genauigkeit der Xi be~ 

einflussen. Hat man doch zum Berechnen der letzten Zeile etwa n 3/3 
Multiplikationen und ebenso viele Additionen nötig. Bei n = 100 gäbe 
das die Zahl 300000. 

Bei Beginn der Rechnung ist also gar nicht abzuschätzen, aul welche 
Genauigkeit man schliesslich die Lösungen bekom men wird. Man weiss 
daher auch gar nicht. auE wieviele Dezimalen man die ersten Gleichungs~ 
systeme Sn_I. Sn_2 anzusetzen hat. Entweder also rechnet man von vor~ 
neherein mit einer ungewönhlich grossen Zahl von Stellen oder am Ende 
der Rechnung stellt sich heraus. dass die Genauigkeit der Xi zu klein ist. 

Was ist bei diesem Verhalten zu tun? Nun. es bleibt nichts anderes 
übrig als den Näherungsvektor X in das ursprüngliche System Sn ein~ 
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zusetzen und die Fehler {1' {2' . .. , (n der einzelnen Gleichungen zu he
~timmen. Dies erfordert 

n2 Multiplikationen und n2 Additionen. 

Dann setzt man den wahren Lösungsvektor gleich 1 = ; + t) und he~ 
komm für t) das System 

S'n : ~t) = f, wo f = ([1' ... , In). 

Dieses hat man dann wieder nach der GAussschen Methode zu reduzieren 
auf ein Dreieckssystem. Dies erfordert aber nur eine kleine neue Rechnung. 
Denn da die Gleichungsmatrix dieselbe geblieben ist, bleiben auch alle 

Multiplikationen mit alt/al), a12/a22 usw. und Additionen auf den linken 
Seiten die gleichen, d.h. die Dreiecksmatrix 1)1 bleibt unverändert. Die 
genannten Operationen brauchen also nur in den absoluten Gliedern f neu 
8usgeführt zu werden. 

Das neue Dreieckssystem lautet also 

1)1 t) = f· 
Seine Lösung kostet nach (I. 7 b) n(n + 1 )/2 Additionen und Multiplikatio~ 
nen, und n(n-l )/2 kostet die Ausführung der genannten Operationen an 
dem Fehlervektor f. Schliesslich erfordert das Einsetzen des Vektors ; 
und die Bestimmung von f : n2 Additionen und Multiplikationen. Im 
ganzen kostet daher die Iteration 2 n2 Multipl. und 2 n2 Additionen. Bei 
grösserem n spielen diese Anzahlen keine Rolle verglichen mit denen, die 
zur Reduktion von ~ auf 1)1 nötig sind. 

Urn immerhin nicht unnötig iterieren zu müssen, empfiehlt es sich, das 
System 1)1 auf die höchste Anzahl Dezimalen zu berechnen, die die 
Rechenmaschine zulässt. Denn es ist ja auf der Rechenmaschine, vor allem 
der automatischen, gleichgültig, wieviel Dezimalen die Faktoren und 
Summanden haben. 

Das modifizierte GAusssche Verfahren besteht also darin, das GAusssche 
Verfahren und das Einzetzungsverfahren miteinander abwechseln zu 
lassen. Es wird dadurch zu einer Art Iterationsverfahren, da dieselben 
Operationen (an verschiedenen Vektoren) vorgenommen werden. 

Es ist ab er jedem andern Iterationsverfahren dadurch überlegen dass es 
infolge des GAussschen Algorithmus eine sehr geringe Zahl von Opera~ 
tionen erfordert, urn schon ein ziemlich genaues Resultat zu erreichen, 
selbst bei grosser Zahl von Unbekannten. Es ist dem reinen GAussschen 
Verfahren überlegen , dadurch dass es eine beliebig grosse Genauigkeit 
zu erreichen gestattet und wie jedes Iterationsverfahren die Rechnung 
mittels Einsetzen kontrolliert und etwaige Fehler ausmerzt. 

Es bleibt noch übrig, das Verfahren zu vergleichen mit demjenigen der 
Berechnung von ~-1 nach der Relation von SCHUR, denn durch die 
Iteration wird das GAusssche Verf ah ren zu einer Art unbestimmter Ver~ 
fahrens. Zunächst aber erfordert schon die Berechnung von ~-1 dreimal 
so vielOperationen wie das Verf ah ren von GAUSS. Es kommt hinzu, dass 
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diese sich bei mehrstelligen Koeffizienten aik nicht genau und in einem 
Zuge durchführen lässt. Man muss daher. wenn man nach SCHUR ge~ 
rechnet hat. ein~ oder zweimal nach SCHULZ iterieren. Die Zahl der 
Operationen ab er ist. wie wir wissen. bedeutend. nämlich 2 n3 Multi~ 
plikationen und 2 n3 Additionen. Hinzu käme dann noch die Multipli~ 
kation von ~-l mit r bzw. f. 

Ergebnis. 1. Bei grossem n ist es notwendig. das GAusssche 
Verfahren durch Einsetzen der Näherungen zu iterieren. Dadurch 
verbindet man die Vorteile der direkten und indirekten Methoden. 

2. Jede solche Iteration kostet zusätzlich 2 n2 Multiplikationen 
und 2 n2 Additionen. 

3. Dieses modifizierte GAusSsche Verf ah ren ist immer noch viel 
ökonomischer als die Methode mittels Berechnung von ~-l nach 
SCHUR (und SCHULZ). 

Zusammenfassung. 

1. Das beste aller Verfahren überhaupt ist dasjenige. welches GAUSS 
empfohlen hat. 

a. Es erfordert bei wei tem die geringste Zahl von Operationen. 

b. Diese Zahl wird bei symmetrischen Systemen noch mals ungefähr 
halbiert. 

c. Bei grossem n wird die transformierte Dreiecksmatrix ungenau. so 
dass das Verf ah ren modifiziert. d.h. iteriert werden muss. wodurch 
die Zahl der Operationen nur unwesentlich erhöht wird. 

2. Die iterativen Methoden müssen prinzipiell verlassen werden. Sie emp~ 
fehlen sich nur in seltenen Ausnahmefällen. nämlich bei stark vorherr~ 
schender Diagonale. 

a. Die einfachste. eleganteste und ökonomischste ist dabei die Ent~ 
wicklung der reziproken Matrix in eine FROBENIUS-NEUMANNsche 
Reihe. die in zwei Abarten zerfällt: eine mit linearer Konvergenz. 
aber einfacherer Multiplikation. eine andere mit quadratischer Kon~ 
vergenz. aber verwickelterer Multiplikation. 

b. Die Konvergenz kann noch durch mehrere Kunstgriffe verbessert 
werden. 

Nachtrag. 

Während des Druckes der viert en Mitteilung dieses Berichtes schickte 
mir Herr Dr. E. ANDERSEN (Kopenhagen) seine Arbeit zu. die sich eben~ 
falls mit linea ren Gleichungen beschäftigt. (Lit. 21.) Das Hauptresultat 
der Arbeit ist . der Beweis. dass die Methode von CHOLESKY zu denselben 
Gleichungen führt wie die Methode von GAUSS. Damit ist die Methode 
CHOLESKYs zum Abschluss gebracht. 
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Mit Hilfe unserer Bezeichnungen lautet der ANDERSEN'sche Beweis 
folgendermassen. Nach (I. 9a) ist bei der GAuss'schen Methode 

~ = (~r)-1 ~l. 
Setzt man hier 2{ = 10 = einer symmetrischen Matrix, so ist wegen 

10=10': 
(5=(~r)-1 ~1=~i(~~)-I. also ~r=(~I~~)(~i)-I. 

Nun ist ~r'eine linke Dreiecksmatrix, und da das Produkt zweier linken 

Matrizen wieder eine linke Matrix ist, so ist ~l~r' = ~~ eine linke 
Matrix. Daher 

Nun ist ~' 1 eine rechte Matrix; somit ist die rechte Seite der vorigen 
Gleichung als Produkt zweier rechten Matrizen ·ebenfalls rechtsseitig: 
~i ist also eine rechte Dreiecksmatrix, und, da sie gleichzeitig eine linke 
Matrix ist, so ist sie eine Diagonalmatrix ~. Wir haben somit 

~r = ~ (~i)-I. 
Dies setzen wir in die Gleichung für 10 ein: 

(5 = ~i ~-1 ~l = (~'l i~-I) (i~-1 ~l)' 
Dies ist die Zerlegung von CHOLESKY, denn die linke Klammer ist die 

Transponierte der rechten. 

Satz von ANDERSEN. 1) Jede Zeile der CHOLESKy'schen Dreiecksmatrix 
ist proportional der entsprechenden Zeile der GAuss'schen Dreiecks
matrix ~l. 

2) Die Proportionalitätsfaktoren sind die Quadratwurzeln aus den 
Diagonalelementen der GAuss'schen Dreiecksmatrix ~I. 

Der ANDERSEN'schen Arbeit entnehme ich femer, dass auch GAUSS 
verschiedene Iterationsmethoden erdacht und nach den Angaben seines 
Schülers VON FREEDEN sie in seinen Vorlesungen vom Jahre 1843 erwähnt 
hat (Vgl. R. DEDEKIND, "Gauss in seinen Vorlesungen über die Methode 
der kleinsten Quadrate" . Festschrift zur Feier des 150-jährigen Bestehens 
der Kg!. Gesellschaft der Wissen schaf ten zu Göttingen. Berlin, 1901, 
p. 49-59). Dass er ab er die Iterationsmethoden verlassen hat, geht wohl 
daraus hervor, dasser keine dieser Methoden veröHentlichte, vielmehr 
nur die sukzessive Elimination angab. Jedenfalls sind unsere Bemerkungen 
auf p. 1114 (Proc. Vol. 50, 1947) der Mitteilung 11 dies es Berichtes in 
mehrfacher Hinsicht bestätigt. 

Zweiter Nachtrag. 

MORRIS' Treppenverfahren. 

Vor kurzem hat J. MORRIS ("An Escalator Process for the Solution of 
Linear Simultaneous Equations", Philos. Magazine 37, 1946, p. 106) ein 

15 
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neues Verfahren aufgestellt. das von manchen beg-eistert begrüsst worden 
ist. so von R. A. FRAZER (Note on the Morris Escalator Process Eor the 
Solution of Linear Simultaneous Equations. Philos. Magazine 38. 1947. 
p. 287). 

Prinzip der Methode. Die Methode ist an sich leicht verständlich. 
aber nicht einfach zu beschreiben. Es handle sich um das System 

. (I} 

wo der Einfachheit wegen 2{ symmetrisch ist: 2{' = ~. 
Wir führen nun folgende Bezeichnungenein. Die in der linken obere 

Ecke der Matrix 2{ stehende quadratische Matrix der Ordnung k heisse 2{k. 

Die Einheitsmatrix der Ordnung k heisse Ek . Der in der k-ten. also letzten 
Spalte von Ek stehende Spaltenvektor heisse ek. so dass ek = (O.O ..... 0.1)'. 
Der Zeilen-Nullvektor der Ordnung k heisse O'k. Schliesslich sei Dp , q die 
Nullmatrix mit p Zeilen und q Spalten. 

Dann löst MORRIS zunächst die folgenden n-1 Gleichungssysteme mit 
2. 3. 4 ... .• n Unbekannten auf: 

2{2 tJ2 = e2, 2{3 tJ3 = e3• 2{1 tJ1 = e1 ••••• 2{n tJn = en. • • • (2} 

Dies geschieht sukzessive. wobei wir den Prozess später auseinander 
setzen werden. Nachdem so die Vektoren t)2 . t)3. .. .• t)n bekannt sind. 
bildet er mit ihrer Hilfe die Matrix <r. deren Zeilen im wesentlichen jene 
Vektoren sind. Genauer: 

tJ~ al 

t)~-I 0; a2 

~= 
t)~-2 02 a3 
........ 
tJ2 0~-2 an-I 

e~ an 
wo also ai die i-te Zede von <r bedeutet. - Mit dieser Matrix <r multiplizie~t 
er Gleichung (1) und bekommt: <r2!~ = <rt:. wo 

e~ 
e~_1 C21 

e~-2 C31 C32 

t)~ 2{n 

tJ~-1 21,,-1 e21 

t)~-2 21n-2 C31 C32 

tJ2 A 2 en-I , I en-I,2'" Cn-l,n-2 

Ani A n2 An3 ••. Ann 

e2 Cn-I,I Cn-I,2 ••• Cn-I ,n-2 

Ani A n2 An3 ••• Ann 
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Die eik berechnet man mittels der gewöhnlichen Matrix-Multiplikation. 
Demnach ist das Gleichungssystem 

~21è = ~t . . (3) 

dreieckig, lässt sich daher leicht lösen. 
Es handelt sich also noch um die Gleichungen 2lki)k = ek. Sie werden 

sukzessive gelöst. Man führt nämlich die Matrizen ~k ein: 

Dann wird 

t)k-I 0; 
t)k-2 0; 

~k= •••••••• 

t)2 Ok-2 
D2,k-2 E2 

~k 2lk t)k = ~k ek = ek. 

Andcrseits ist wegen der Gleichungen (2): 

ek-I dIl 

ek-2 d 21 d22 

e; dk - 2,1 ••• dk- 2,k-2 

Ak-I,I A k - I ,2'" Ak-I,k 

AkI Ak2 ••••••••• • Akk 

. (4) 

Die i-te Gleichung des Systems ~k2lki)k = ek enthält (wenn i < k) i + 1 
Unbekannte und ist homogen. Nur die letzte Gleichung ist inhomogen 
und hat ebenfalls k + 1 Unbekannte. Damit bestimmt man aus der ers ten 
Gleichung das Verhältnis zwei er Komponenten von t)k, aus der zweiten 
Gleichung das Verhältnis dreier Komponenten usw. und schliesslich aus 
der letzten Gleichung die Komponenten selber. 

Anzahl del' Operationen. Schon die vorstehende Beschreibung lässt die 
Kompliziertheit des Verfahrens erkennen. Das wird augenfällig durch die 
Abzählung der bei ihm notwendigen Operationen. Wir bestimmen dieses 
Mal nur die Multiplikationen. 

Zunächst erfordert die Produktmatrix ~k2lk in der i-ten Zeile: i(k-i) 
Multiplikationen, im ganzen also 

k-2 

,2 i (k-i) = i (k-l) (k-2) (k + 3) = -Ir (k3-7 k + 6) Multiplikationen. 
i=1 

Die Gesamtheit aller genannten Matrizen kostet daher 

n 

,2 t (P-7 k+6) = -.l4;n4 + lyn3 - Hn 2 + -lyn Multiplikationen. 
k=3 

Dies alIeit;l ist schon von höherer Grössenordnung als die gesamte Auf. 
lösung des Gleichungssystems nach GAUSS, die für symmetrische Systeme 
ja etwa t n 3 Multiplikationen erfordert. 
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Es kommt aber noch die Auflösung aller quasi~Dreieckssysteme (4): 
~k~Ü)k = ek hinzu. Hier erfordert die i~te Zeile für i < k : i Multiplika~ 
tionen, die k-te Zeile hingegen k + 1 Multiplikationen, so dass die Gesamt
heit aller Systeme 

n 
t z (P + k + 2) = i n3 + t n2 + ! n-6 Multiplikationen 

k=3 

erfordert. 
Schliesslich kostet das System (3) auf der rechten Seite zur Bildung 

von (ft: n + (n - 1) + ... + 2 = -! (n 2 + n) + 1 Multiplikationen, auf 
der linken Seite zur Bildung der Gleichungsmatrix (f~, also zur Bildung 
der eik: 

n-2 
I i(n-i) = t n(n + 1) (n-7) = i(n3 -6n2-7 n) Multiplikationen 
1=1 

während die Auflösung des dreieckigen Systems (3) selbst laut(I. 7b) 
noch (n 2-n) /2 Multiplikationen kostet. 

Ergebnis. 1. Der Treppenprozess von MORRIS erfordert 

-hn" + frn 3 - ·t--cn2 + lyn-l Multiplikationen. 

2. Dies ist nach (I, 7') etwa -Ir n4 + ! n3 Multiplikationen mehr als 
die Methode von GAUSS oder 'etwa n/4 mal so viel. 

3. Die MORRIS'sche Methode ist somit unbrauchbar. 
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