
Mathematics. - Les systèmes hypercomplexes non commutatifs de 
deuxième ordre. By F. LOONSTRA. (Communicated by Dr. A. 
HEYTING.) 

(Communicated at the meeting of January 31, 1948.) 

§ 1. Soient R un corps commutatiE. P Ie système hypercomplexe de 
deuxième ordre induit par R. Les éléments de P s'écrivent sous la forme 
a el + b e2' En désignant une table de multiplication Pest complètement 
défini. Il sera possible de caractériser les systèmes non commutatifs de 
deuxième ordre. Supposons en général: 

el el = Bil el + bil e2 
el ez = a12 el + bil ez 

e2 el = aZI el + bZI ez 
ez e2 = aZ2 el + b2z ez, 

les conditions suffisantes et nécessaires pour les aik et btk s'expriment 'par 
(emen)ep= em(enep). 

De (eledel = edeled il s'ensuit: 

all el el + bil ez el = Bil el el + bil el ez ou bil (el ez-ez el) = O. 

De la supposition bu =1= 0 il résulte en multipliant par bI" : e1e2 = e2e1' 
alors P serait commutatif. Par conséquent: 

bil =0 .. 

De (e2e2)e2 = e2(e2e2) il s'ensuit: B22(e1e2-e2ed = O. alors 

Bzz=O .. 

De (e1ede2 = ede1e2) il s'ensuit (à l'aide de (1) et (2)): 

blz (all-bn) ez = blz B12 el' 

• (1) 

· (2) 

• (3) 

En vertu de l'indépendance de el et e2 les coëfficients de el et e2 seront 
nuls, ce qui donne lieu aux cas suivants: 

a12 = 0, all = blz (3a), . (3b) 

Si nous poursuivons (3a). Ia condition ed e2e2) = (el e2) e2 sera remplie: 
en effet, en multipliant on trouvera 

(b22 -au) al2 el = al2 blz ez· 

En outre Ia validité de (e1e2)e1 = ede2ed sera garantie, parce qu'on 
trouve au (a12- a 2d e1 = (b21a12-b12a2de1' 

De e2(e1ed ,= (e2ede1 iI s'ensuit b2dau - b2de2 = b21a21e1 donnant 
Iieu aux cas 

• . (4b) 

Continuons (3a, 4a), iI s'ensuit a12 = a21 = 0, b12 = b21 , de sorte que 
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P est commutatiE. Poursuivant (3a, ib) il résulte de (e2e1) e2 = e2 (el e2) : 

au b21 + bil b22 - a21 bu - b21 b22 = 0, 

c'est à dire en vertu des dernières conditions: b12(a21-b22) = 0, alors 

b12 = 0 (Sa) ou a21 = b22 (Sb) 

Continuons (3a, ib, Sa): De (e2e2) el = e2 (e2ed il résulte 

(b22 - a21) a21 el = a21 b21 e2' . . . • . • (6) 

Le membre droit étant nul on a (b22 - a2da21 = O. De a21 '= 0 il 
s'ensuit que P sera commutatiE. Alors b22 = a21, de sorte que (3a, ib, Sa) 
conduit au système suivant: 

all = a12 = a22 = bil = b12 = b21 = 0, a21 = b22 . • • (I') 

Poursuivons (3a, ib, Sb), la condition (6) est remplie, alors on a 

au = a" = bil = b'l = 0; all = ba; all = b22 • • • (I) 

Le système (I') ressortit au système (I). 
Continuons Ie deuxième cas (3b): b12 = O. 
De (e2ede1 = e2(e1ed il résulte 

b21 (all - b2d e2 = b21 a21 el' 

de sorte que les coëfficients sont nuls, donnant lieu aux cas suivants: 

a21 = 0, all = b21 (7a), b21 =0 ...• (7b) 

Poursuivons (3b, 7 a), la condition (el e2) el = ed e2ed est remplie. 
De (el e2) e2 = el (e2e2) on trouve (b22 - a12) a12e1 = a12b12e2' alors 

donnant lieu aux cas: 

a12=0 (8a), a12 = b22 • • • • • • (8b) 

Poursuivons d'abord (3b, 7a, 8a); de e2(e1e2) = (e2e1)e2 il résulte 
b22b21 = 0; de b21 = 0 il résulte un anneau P commutatiE, alors 

a12 = a21 =a22 = bil = b12 = b22 = 0; all = b21 • • • (11') 

Poursuivons (3b, 7 a, 8b): alors on satisfera à la relation e2 (el e2) 1= 
(e2e1)e2 de même qu'à la relation (e2e2)e1 = e2(e2ed, de sorte qu'on a 
un système: 

a21=a2,=bll =bu =0; all=b2.; aI2=b'2 ••• (11) 

Le système (II') ressortit au système (11). 
Poursuivons encore (3b, 7b): b12 = b21 = O. De ede2e1) = (e1e2)el 

il résulte all (a12 - a2d = O. En excluant a12 = a21' on a all = O. 
De ede2e2) = (e1e2)e2 on a: (b22 -a12)a12 = 0, alors 

b22 = au (9a), au = O. . • . . • (9b) 

Poursuivons (9a), la condition (e2ed e2= e2 (el e2) est remplie. 
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De (e2e2)el = e2(e2el) il s'ensuit (b22 -a2l)a2·l = 0; nous avons 
seulement a2l := O. alors: 

all = a21 = a22 = bIl = bJ2 = b21 = 0; b22 =aI2: . (lI') 

ce cas ressortit aussi au système (11). 
En dernier lieu nous continuons (9b): a12 = 0; la condition (e2el) e2 = 

e2(ele2) est remplie. De (e2e2)el = e2(e2ed on trouve (b22-a2da21 = O. 
En excluant a21 = O. on a b22 = a2l donnant lieu de no uv eau au système 
(I). 11 résulte que les systèmes hypercomplexes non commutatifs possibles 
sont d'une structure suivante: 

(I) el el = a el (11) el el = a el 
el e2 = a e2 el e2 = b el 
e2 el = b el e2 el = a e2 
e2 e2 = b e2 e2 e2 = b e2' 

a et b représentant des éléments de R. Les multiplications correspondantes 
sont: 

(I) (alel + ble2) (a2el + b2e2) := (ala + bè) (a2el + b2e2). en par~ 
ticulier pour a=b=e(=unité de R): (alel + ble2)(a2el +b2e2) = 
(al +bd(a2el +b2e2)' 

(11) (alel + ble2) (a2el + b2e2) = (a2a + b2b) (alel + ble2). en par~ 
ticulier pour a = b = e: (alel + ble2) (a2el + b2e2) = (a2 + b2) (alel + 
bl e2) • 

§ 2. Pour la description de que1ques propriétés notables de ces systèmes 
nous nous bornerons - à cause de la symétrie de (I) et (11) - au cas I. 
tandis que a et b ne sont pas nuls en même temps. 

Supposons e l'unité de R. on a la possibilité que P contienne plusieurs 
unités gauches (par exemple si R contient une infinité d'éléments); une 
unité droite n'existe pas. En effet. les éléments alel + ble2 avec 
ala + bIb = e sont des unités gauches. 

De (alel + ble2) (a2el + b2e2) = (ala + bIb) (a2el + b2e2) il s'ensuit 
qu'on ne peut satisfaire à la re1ation 

(al el + bI e2) (XI el + X2 e2) = (al a + bi b) (XI el + X2 e2) = al el + bI e2 

pour aucune combinaison (al' bd; alors une unité droite n' existe pas. 
L' ensemble des diviseurs de nuls gauches de Pest un idéal premier. 

bilatère et maxima!. (Dans un anneau A - pas nécessairement commutatif 
- on dit qu'un idéal p =1= A est premier. si la relation xy c p entraine au 
moins une des re1ations xc p. y cp). 

On dit que l'élément a = alel + ble2 est un diviseur de nul gauche. s'j} 
ex is te un élément P = a2el + b2e2 =1= 0 de sorte que afJ = O. Une con~ 
dition nécessaire et suffisante pour que a soit un diviseur de nul gauche 
est ala + bIb = O. En désignant l'ensemble de ces diviseurs de nul par N g. 

on a: N g est un idéal; soient a = al el + bI e2 et fJ = a2el + b2e2 des 
éléments de N g. c'est à dire aia + bib = 0 (i= 1. 2). on a en outre 
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(al - a2) a + (bI - b2) b = 0, alors a - pest un diviseur de nul gauche. 
Soit a = alel + ble2 un élément de N g, P = a2el + b2e2 un élément 

quelconque, ap aussi bien que pa appartient à N g: d'abord ap = 0, tandis 
que pa = (a2el + b2e2) (alel + ble2) = (a2a + b2b) (alel + ble2), alors 

(a2 a + b2 b) al a + (a2 a + bz b) bI b = (az a + b2 b) (al a + bI b) = O. 

Il s'ensuit que N g est un idéal bilatère. En outre il résulte que N g soit 
un idéal premier; en effet, soit 

(al el + bI ez) (a2 el + bz e2) = (al a + bI b) (az el + b2 ez) 

un élément de N g, on a: (ala + bIb) (a2a + b2b) = 0 et parce que R ne 
contient pas de diviseurs de nuls, on au moins une des possibilités 
ala + bIb = 0 ou a2a+ b2b = O. 

Quant à la propriété maximale de N g nous remarquons: soit 

a = alel + ble2 

un élément de P (q: N g), on a pour tout p = a2el + b2e2 de P une solution 
de l'équation a· x=p; en effet, de (a1a + bIb) (X1el + X2e2) = a2el + b2e2 
il s'ensuit Xl = a2: (a1a + bIb), X2 = b2 : (ala + bIb). La solution est 
univoque, parce que de aX = ay on tire a(x- y) = 0 et a n'étant pas un 
diviseur de nul gauche, on a X = y. Chaque élément a ( c~ N g) engendra 
- en multipliant à droite par un élément de P convenabie - tout l'anneau 
P. Maintenant il est évident que N g est un idéal maximal de P. 

L'anneau quotient PINg de P par la congruence modulo tidéal N g des 
diviseurs de nuls gauches est isomorphe au corps R. 

Démonstration: La relation d'équivalence x- yeN g, définie par l'idéal 
bilatère N g, se note Ie plus souvent X - Y (mod N g), ou x y(N g). 
Les relations x yeN g), x' y'(N g) entrainent da"nc x + x' Y + y'(N g), 
xx' yy'(Ng) et x'x- y'y(Ng). La relation de congruence mod N g 

donne lieu à une ensemble de classes de congruences. Soit a = al el + bI e2' 
p = a2el + b2e2' a - P(N g), on a: ala + bIb = a2a + b2b, c'est à dire 
pour deux éléments d'une classe mod N g la som me ala + bIb est constante. 
Inversément deux éléments ayant cette propriété appartiennent à la même 
classe mod N g. Alors les classes de congruences seront caractérisées par 
l'élément r = ala + bIb, en particulier la classe de nul N g par O. 
Désignons les classes de congruences par (r), N g par (0), à toute classe 
correspond un symbole (r) et inversement à tout r de R correspond une 
une classe (r); (on peut toujours-pour a et b fixe-choisir al et bI de sorte 
que a1a + bIb = r). Si ron désigne par (r) + (s) la classe de congruence 
à laquelle appartient la somme de deux représentants de (r) et (s), par 
(r) (s) la classe de congruence à laquelle appartient Ie produit de deux 
représentants de (r) et (s), on a les propriétés suivantes: (r)+(s)=(r+s), 

(r) (s) = (rs). Il se trouve alors que ces propriétés valent indépendamment 
du choix des représentants. Alors, il s'ensuit l'isomorphie de PINg au corps 
R. L'unité de PINg est la classe (e) contenant toutes les unités gauches. 
L'élément inverse de la classe (r), (r ~ 0), est la classe (r-1). 


