
Mathematics. - Ober mehrwertige Aussagenkalküle und mehrwertige 
engere Prädikatenkalküle. I. By J. RIDDER. (Communicated by Prof. 
W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of April 24. 1948.) 

In einem neuerdings erschienenen Buche I) von S. A. Klss: Transfor~ 
mations on lattices and structures of logic. N ew Y ork 1947. wird in inhalt~ 
licher Weise eine 22~wertige Aussagenlogik eingeführt. Im folgenden 
wollen wir zeigen: 1 ° dass eine derartige Logik sich auch formal aufbauen 
lässt; 2° dass dieser Aufbau zu einem Aussagenlogik führt. welche nicht 
nur eine 22~wertige Deutung, sondern sogar allgemein eine 2n X 2m~wertige 
Deutung (n und m natürliche Zahlen) zulässt. . 

Eine Erweiterung des angewandten Verf ah rens führt zu Aussagen~ 

kalkülen mit 2n
, X 2n

, X ... X 2nm ~wertigen Deutungen (nl ' n2 . .... nm 
natürliche Zahlen; m ganz und ;;;: 3). 

Völlig gleichartige Bemerkungen geIten für den engeren Prädikaten~ 
kalkül. 

Erster Aufbau eines Aussagenkalküls K (2) . 

§ 1. Von den im folgenden durch grosse lateinische Buchstaben 
A. B. C . ... 2) angedeuteten elementaren Aussagen (elementaren Kalkül~ 
formeln) wird nicht angenommen. dass sie entweder wahr oder falsch 
sind. Wir lassen sowohl die Möglichkeit von endlich~ 'wie die von abzähl~ 
bar unendlich vielen elementaren Aussagen zu. Zu ihnen rechnen wir noch 
die durch die griechischen Buchstaben 2. 'V. 22 und 'V2 dargestellten. 

Als undefinierte Grundverknüpfungen nehmen wir zwei zweistellige 
Verknüpfungen +. + 2. und eine dritte einstellige Verknüpfung: Kample~ 
ment van, angedeutet durch ein Akzent. Es gibt somit Kalkülformeln van 
der Art wie X + y. X +2 y, X'. y'. 

Einsetzungsregel E (erster Teil). Aus einer Kalkülfarmel erhält man 
wieder eine Kalkülformel. wenn man einen in ihr auftretenden grossen 
lateinischen Buchstaben durch eine Kalkülformel ersetzt (g leichgestaltete 
Buchstaben durch glcichgestaltete Formeln); dabei sind die grossen 
lateinischen Buchstaben. 2. 'V. 22 und 'V2 als Kalkülformeln anzusehen. ferner 
mit m und ® auch m + ®. m +2 ®. m'. ®' 3). 

Definition 1. 2{ --7 mist eine andere Schreibweise von 2{' + m. 
Definition 1 ter. 2{ --7 3 mist eine andere Schreibweise von 2{' +2 m. 

. I. . y • . 12 und . Y2 sind Madalitätszeichen . 

1) Ir. TH. W. TE NUYL steilte mir freundlichst sein ExempJar zur Verfügung. 
~) Daneben auch: Al. Bl. Cl> ... ; A2' B2' ... ; ... ; An' ... (n eine natürliche Zahl). 
3) Grosse deutsche Buchstaben werden immer Kalkülformeln andeuten. 
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Definition 2. Ein Ausdruck, bestehend aus einer KalkülformeI. gefolgt 
durch eines der Modalitätszeichen, und entstanden nach endlichmaliger 
Anwendung von Axiomen, Einsetzungsregel E , Schlussschema S oder 
(und) Verbindungsregel V, ist ein Theorem. 

So sind alle Axiome als Theoreme zu betrachten. 
Einsetzungsregel E (zweiter Teil). Ist ~ . v [~ . V2] ein Theorem, 

und Q3 eine neue, aus 2{ mittels der Einsetzungsregel E (erster Teil) her~ 
vorgehende KalkülformeI. so liefert auch 18 . ii [18 . Y2] ein Theorem. 

Erste Gruppe von Axiomen. 

Axiom I. [(X + X) -? X] . " . 
Axiom 11. [X -? (X + Y)] . V. 
Axiom 111. [(X + Y) -? (Y + X)] . V. 
Axiom IV. [(Y -? Z) -? {(X + Y) ~ (X + Z)}] ~ v. 
Axiom V. (J. - ) X) . v. 
Axiom VI. (X -? )J ) -"- ii. 

Schiussschema S. Sind 21 . v [~ =:-= V2] und (~~ 18) . v [(2.1 ~3 18) . V2 ] 
Theoreme, so ist auch 

ein Theorem. 

Zweite Gruppe von Axiomen. 

Axiom Iter. [(X + 2 X) -?3 X] . V2' 
Axiom lIter. [X - >3 (X + 2 Y)] . V2' 
Axiom lIlter. [(X + 2 Y) -?3 (Y +2 X)] -'- V2' 
Axiom IVter. [( Y -?3 Z) -?3 {(X +2 Y) -? 3 (X + 2 Z)}] . V2' 
Axiom Vter. [J.:z -?:J X] ~~ V2' 
Axiom VIter. [X -?3 )':1 ] .::'- V2' 
Verbindungsregel V. Sind 

(21 ~ 18) - '- V und (Q3 ~~) . v 
Theoreme, so gilt dasselbe von 

(21 ~3 Q3) -~ "2 und (Q3 ~3~) . V2' 
und umgekehrt. 

Definition 3. Eine andere Schreibweise eines Theorems 21 _. ii [21' . v] 
ist 2(' . ~ [2( . X]; eine andere Schreibweise eines Theorems 

2( . 1'2 [~' . " 2] ist 21' . X2 [2.1 . X2]. 

Die mit den Regeln E und Saus der ers ten Gruppe von Axiomen ableit~ 
baren Theorerne stehcn dual gegenüber den rnit diesen Regeln aus der 
zweiten Gruppe von Axiomen ableitbaren Theoremen . 

Daneben haben wir noch das weiter unten folgende Dualitätsprinzip. 

Definition 4. 2{. Q3 ist eine andere Schreibweise von (2{' + 58')'. 
Definition 4bis . 2.l -2 58 ist einc andere Schreibweise von (2{' + 2 Q3')'. 
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Definition Ibis, m: ~2 ~ ist eine andere Sehreibweise von m:' . ~. 

Definition Iquater, m: ~4 ~ ist ei ne andere Sehreibweise von m:"2~' 

Dualitätsprinzip 4), Ist m: . v [W . )12] ein Theorem. so au eh ~ . ;: 

[~ . 12 ]; dabei gehe Kalkülformel ~ aus Kalkülformel m: dadureh hervor. 
dass: a) + dureh .• und umgekehrt; +2 dureJ:i. '2' und umgekehrt. p) À. 

dureh y. und umgekehrt; J'2 dureh Y2' und umgekehrt. r ) ~ dureh ~2. 

und umgekehrt; ~3 dureh ~4. und umgekehrt. ersetzt werden; ev. vor~ 
kommende Akzenten sollen ungeändert bleiben. Ist. umgekehrt. bei den~ 

selben Kalkülformeln m: und ~ ~ . ;: [~ . 12 ] ein Theorem. so aueh 
~)1 • - [m . - ] 
:a == v :a == Y2 • 

§ 2. Naeh dem Vorigen wird es deutlieh sein. dass obiges System von 
De[initionen. Axiomen und Regeln dual steht gegenüber [olgendem System. 
mit welchem es aequivalent ist 5) . 

Die undefinierten Grundverknüpfungen werden diesmal angegeben 
dureh ' • . 2 und ein Akzent. 

Einsetzungsregel E * (erster Teil), Aus einer Kalkülformel erhält man 
wieder eine Kalkülformel. wenn man einen in ihr auftretenden grossen 
lateinisehen Buehstaben dureh eine Kalkülformel ersetzt (gleichgestaltete 
Buehstaben dureh gleichgestaltete Formeln) ; dabei sind die grossen latei~ 
nisehen Buehstaben. J •• y. J'2 und Y 2 als Kalkülformeln anzusehen; femer 
mit ~ und e aueh ~ . e. ~ '2 e. ~'. e' 3 ). 

Statt der Definitionen 4 und 4bis brauehen wir hier die Definitionen 4* 
und 4*bis. 

Definition 4*, m: + ~ ist eine andere Sehreibweise von (m:'.~')'. 
Definition 4*bis, m: + 2 ~ ist eine andere Sehreibweise von (m:' . 2 ~')'. 
Die Definitionen l-Iquater lassen wir aueh hier geIten. 
Statt Definition 2 kommt die 
Definition 2*, Ein Ausdrueh. bestehend aus einer Kalkülformel. gefolgt 

dureh eines der Modalitätszeichen (§ 1). und entstanden naeh endlieh~ 
maliger Anwendung der Axiome und Regeln E *; S*. V * dieses Para~ 
graphen. ist ein Theorem. 

Einsetzungsregel E * (zweiter Teil), Ist m: . ;: [W . 22 ] ein Theorem. 
und ~ eine neue. aus m: mittels der Einsetzungsregel E* (erster Teil) her~ 

vorgehende Kalkülformel. so liefert aueh ~ . ;: [~ . }:2] ein Theorem. 

Erste Gruppe von Axiomen, 

Axiom Ibis, [ (X . X) ~2 X] . 1 
Axiom lIbis, [X ~2 (X . Y)] . 1. 
Axiom Illbis, [(X. Y) ~2 (Y . X)] . 1. 

4) Zum Beweise vergleiche man J. R,IDDER. Ueber den Aussagen- und den engeren 
Prädikatenkalkül I u. 11. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh .. Ams'terdam 49. 1153-1164 
(1946). und 50. 24-30 (1947). insbes. 1153. 1154. 1156 und 26. 27 (Satz 42). 

1\) Vergleiche loc. cito 4). S. 27. 
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AxiomIVbis. [(Y~2Z)~2{(X'Y)~2(X,Z)}] , i, 
Axiom Vbis. (v ~2 X) . l 
Axiom VIbis. (X ~2 J.) . J .. 
Schiussschema S*. Sind ~ . 1 [~ . 22 ] und 

(~~2~) . i [(~~4~) . 22], Theoreme, so ist auch 

ein Theorem. 

Zweite Gruppe von Axiomen. 

Axiom Iquater. [(X '2 X) ~4 X] . 22 , 

Axiom IIquater. [X ~4 (X '2 Y)] ..:..... 12 • 

Axiom Illquater. [(X '2 Y) ~4 (Y '2 X )] ..:..... ).2' 

Axiom IVquater. [( Y ~4 Z) ~4 {(X ' 2 Y) ~4 (X '2 Z)}] . i 2 , 

Axiom Vquater. (V2 ~4 X) - '- ).2' 

Axiom Vlquater. (X ~4 ;'2) . [2' 

Verbindungsregel V"'. Sind 

Theoreme, so gilt dasselbe von 

und umgekehrt, 

Definition 3*. Eine é:mdere Schreibweise eines Theorems ~( ..:.....1 [21' . 1] 
ist 21' . l' [21 . 1']; eine andere Schreibweise eines Theorems 

21 . 12 [21' . i 2] ist ill' . Y2 [21 . 1'2]. 

§ 3. Ausgehend von den undefinierten Grundbegriffen +, '2 und ' 
oder von den undefinierten Grundbegriffen " + 2 und ' erhält man leicht 
zwei weitere, mit den beiden vorigen Systemen aequivalente Systeme von 
Definitionen, Axiomen und Regeln. 

§ 4. Definition 5. 2{ c~ ist eine andere Schreibweise von (21~~) . V. 

Definition 5bis. ~::> ~ ist eine andere Schreibweise von (2{ ~2 ~) • I. 
Definition 5ter. ~{C2 ~ ist eine andere Schreibweise von (21~3 ~) . 1'2' 

Definition 5quatcr. 2(::> 2 ~ ist eine andere Schreibweise von (2l: ~4~) ..:.....12• 

Aus dem Axiomensystem des Par. 1 lassen sich die folgenden Sätze 

ableiten G) . 

6) Für die Bcweise vergleiche man loc, cit , 4), S, 1154-1158, 
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Satz 1. a) m: C m: ist ein Theorem; 
(3) (Schlussschema) hat man als Theoreme m: C ~ .. ~ C~. 

so gibt es auch ein Theorem m: C ~. 
Satz 1 ter. a) m: C z m: ist ein Theorem; 

(3) (Schlussschema) hat man als Theoreme m: C2~' ~C2~' 
so gibt es auch ein Theorem m: c 2 ~. 

Satz 2. a) (m: . ~) Cm und (m: . ~) c ~ (sind Theoreme) ; 
(3) (Schlussschema) aus den Theoremen ([ c m: und ([ C ~ 

folgt. dass sich auch schreiben lässt ([ C (m: . ~). 
Satz 2ter. a ) (m: ' 2~) Cl m: und (m: '2 ~) C 2 ~ (sind Theoreme); 

(3) (Schlussschema) ausden Theoremen ([ C2 m: und ([ Cl ~ 
folgt . dass sich auch schreiben lässt ([ C 2 (m: . 2 ~) • 

Satz 3. a) m: C (m: + ~) und ~ C (m: + ~); 
(3) (Schlussschema) aus m: c ~ und ~ C ~ folgt . dass sich 

auch schreiben lässt (m: + ~) c ([. 
Satz 3ter. a ) mC2(m: +2~) und ~C2 (m: +2 ~); 

(3) (Schlussschema) aus m: c 2 ~ und ~ C 2 ~ folgt. dass 
sich auch schreiben lässt (m: + 2 ~) C 2 ~. 

Satz 4. J, c m:. 
Satz 4ter. 22 C 2 m:. 
Satz 5. m: c v. 

Satz 5ter. m: c 2 v2 • 

Definition 6. m: = ~ ist eine kürzere Schreibweise von: m: c ~ und 
~c m:. oder - was wegen Verbindungsregel V . Definition 5 und Defini~ 
tion 5ter auf dasselbe hinauskommt - von: m: c 2 ~ und ~ C 2 m:. 

Satz 6. [m:. (~ + ([)] = [( m: . ~) + (m: . ([)]. 
Satz 6ter. [m: '2 (~ +2 ([)] = [(m: '2 ~) +2 (m:'2 ([)]. 
Satz 7. a) (m: . m:') = 2; (3) (m: + m:') = v. 

Satz 7ter. a) (m: '2 m:') = J'2 : (3) (m: +2 m:') = V2' 

Satz 8 (Satz 8ter ). Lässt sich schreiben m: . v. so auch m: = v. und 
umgekehrt . [Lässt sich schrei ben m: . Vl. so auch m: = V2 . und umgekehrt]. 

Satz 9 (Satz 9ter ). Lässt sich schreiben ~c ~ [m: C 2 ~]. und sind 
~ und ~ neue. aus m: bzw. ~ mittels der Einsetzungsregel E (erster Teil) 
hervorgehende Kalkülformeln. wobei sowohl in m: wie in ~ vorkommende. 
gleichgestaltete lateinische Buchstaben in beiden nicht oder in beiden an 
allen Stellen in gleicher Weise (d.h. durch gleichgestaltete Kalkülformeln) 
ersetzt sind. so hat man auch ~ C ~ [~ C 2 ~]. 

Satz 10. Sind m: c 5S ' und ~ é ~ Theoreme. so gilt dasselbe von 
m: c 2 ~ und ~ C 2 m:. und umgekehrt. 

Zweiter Aufbau des AussagenkalküIs K (2) . 

§ 5. Elementare Aussagen (elementare Kalkülformeln) sollen wieder 
durch grosse lateinische Buchstaben 2) und J,. v . J'2' v2 angedeutet werden. 

Als undefinierte Grundverknüpfungen nehmen wir sechs zweistellige 
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Verknüpfungen c. C 2- +. '. +2 .. 2 und eine einstellige Verknüpfung: 
Komplement von. angedeutet dureh ein Akzent. 

Einsetzungsregel Eo (erster Teil) habe den gleiehen Wortlaut wie Ein­
setzungsregel E (erster Teil) mit dem Untersehiede. dass mit lH und e 
(neben lH + e. lH + 2 e. lH'. e') au eh :n . e und :H· 2 e als Formeln be­
traehtet werden sollen. 

Den Inhalt der Sätze 9 und 9ter nehmen wir als zweiten Teil von Regel 
Eo an. Also: 

Einsetzungsregel Eo (zweiter Teil). Lässt sieh (auf Grund der naeh­
folgenden Axiome und Regel) schreiben ~ C 5B [~l C25B]. mit ~und 5B 
KalküIformeln. und sind SD und (f aus ~ bzw. 5B mittels der Einsetzungs­
regel Eo (erster Teil) hervorgehende KalküIformeln. wob ei sowohl in 2( 

wie in 5B vorkommende gleiehgestaltete lateinisehe Buehstaben in beiden 
nicht oder in beiden an allen Stellen dureh gleichgestaltete KalküIformeln 
ersetzt sind. so lässt sieh aueh schreiben ;;D C ~ [SU c:! (2;] 3). 

Definition 20' Ein Ausdruek bestehend aus zwei KalküIformeln . ge­
trennt dureh c. ::>. C 2 oder :::>;;. und entstanden naeh endlichmaliger 
Anwendung der hier folgenden Axiome. Einsetzungsregel Eo oder (und) 
Verbindungsregel V o (nebst Definitionen). ist ein Theorem. 

Definition 30 , Eine andere Sehreibweise eines Theorems 2( C 5B ist 
5B ::> 2(; ei ne andere Sehreibweise ei nes Theorems ~(C 2 5B ist 5B ::> 2 2(. 

Erste und zweite Gruppe von Axiomen. 

Axiom 1. a) X C X (ist ein Theorem); 
f3) (Sehiusssehema) lässt sieh schreiben ~(C 5B und 5B C ~. 

so ist aueh 2( C cr ein Theorem. 
Axiom Her. u) XC"2 X; 

13) (Sehlusssehema) lässt sich schreiben 21 C 2 ~ und 
5B C 2 Q:. so ist aueh 2( C 2 Q: cin Theorem. 

Axiom 2. a) (X. Y) C X und (X . Y) C Y; 
f3) (Sehlusssehema) sind Q: C 9l und Q: C 5B Theoreme. so 

ist aueh ~ C (~ . .IS) cin Thcorcm. 
Axiom 2ter. a) (X ';2 Y) C 2 X und (X ' 2 Y) C 2 Y; 

13) (Schiusssehema) sind Q: C 2 21 und Q; C 2 1{3 Thcoreme. 
so ist auch (I) C:! (2( . 2 5B) ein Thcorem. 

Axiom 3. a) X C (X + Y) und Y C (X + Y); 
f3) (Sehiussschema) lässt sich schreibcn 2( C Q: und 1{3 C Q:. 

so auch (2( + .IB) C Q:. 

Axiom 3ter. a) X C 2 (X +2 Y) und Y C 2 (X + "2 Y); 
f3) (Sehlusssehema) lässt sich schreiben 2( C 2 Q: und 

1{3 C2~. so aueh (2( +2 \8) C 2 Q:. 

Axiom 4. ), C X. 
Axiom 4ter. 1.2 C 2 X. 
Axiom 5. X Cv. 

Axiom 5ter. X C 2 v2 • 
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Verbindungsregel Voo Sind ~ C 58 und 58 C ~ Theoreme, so gilt das~ 
selbe von ~ C 2 58 und 58 C 2 1[(, und umgekehrt. 

Definition 60 , ~ = 58 ist eine kürzere Schreibweise von: ~ C 58 und 
~ C 1[(, oder - was wegen Verbindungsrege1 V o auE dasselbe hinauskommt 
- von: ~ C 2 58 und 58 C ~ 1[(. 

ADom 6. [X. (Y + Z)] = [( X . Y) + (X . Z) ] . 
Axiom 6ter. [X. 2 (Y + 2 Z)] = [( X . 2 Y) + 2 (X . 2 Z) ] . 
ADom 7. a) (X . X') = J.; (3) (X + X') = v. 

Axiom 7ter. a) (X ' 2 X') = )'2; (3) (X +2 X') = V2' 

Die aus den Axiomen 1. 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den Rege1n Eo und V o 
ableitbaren Theoreme stehen dual gegenüber den aus den Axiomen 1 ter, 
2ter, ' 3ter, 4ter, 5ter, 6ter, 7ter und den Rege1n Eo und V o ableitbare:n 
Theoremen. 

Daneben gibt es das unten Eoigende Dualitätsprinzip 7). 
Dualitätsprinzip. Zu jedem mit den Axiomen 1-7, lter-7ter, Verbin~, 

dungsregel V 0 und Einsetzungsregel Eo ableitbaren Satz erhält man einen 
dualen, wenn: a) in jeder vorkommenden Kalkülformel + durch " +2 
durch '2, ). durch v, )'2 durch v2' und umgekehrt, ersetzt werden; (3) I[( C 58 

durch 58 C Il(, und Il( C 2 58 durch Q3 C 2 I[( ersetzt wird; daI:>ei sollen ~ und 

58 die gemäss a) aus I[( bzw. 58 hervorgehenden Kalkülformeln sein. 
Satz 11. a) (I[( + 58) = (1[(' , 58')', und (~. 58) = (1[(' + 58')'; 

(3) (I[( +258) = (1[(' '258')', und (I[( '258) = (1[(' +258')'. 
Definition 1. I[( ~ 58 ist eine andere Schreibweise von 1[(' + 58. 
Definition Her. I[( ~3 58 ist eine andere Schreibweise von 1[(' +258. 
Satz 12. (Schiussschema) Lässt sich schreiben I[( = v und (I[( ~ 58) = v, 

so auch 58 = v. 
Satz 12ter. (Schiussschema) Lässt sich schreiben I[( = V2 und 

(I[( ~3 58) = V2' so auch 58 = vz· 
Satz 13. (Schlusschema) Lässt sich schreiben I[( C 58, so auch 

(I[( ~ 58) = v, und umgekehrt. 
Satz 13ter. (Schiussschema) Lässt sich schreiben I[( C 2 58, so auch 

(I[( ~3 58) = v, und umgekehrt. 
Satz A. [ (X + X) ~ X] = v. 
Satz Ater. [(X +2 X) ~3 X] = )'2' 

Satz B. [X ~ (X + Y)] = v. 

Satz Bter. [X ~3 (X +2 Y)] = v2' 

Satz C. [(X + Y) ~ (Y + X)] = v . 

Satz Oer. [(X +2 Y) ~3 (Y +2 X)] = v2' 

Satz D. [(Y ~Z) ~ {(X + Y) ~ (X + Z)}] = v. 
Satz Dter. [( Y ~3 Z) ~3 {(X +2 Y) ~3 (X + 2 Z)}] = v2' 

Satz E. (J. ~ X) = v. 

Satz Eter. P'2 ~3 X) = V2 ' 

7) Für die Ableitung und die der weiteren Sätze dieses Par. verg!. loc. eit. 4), 
S. 1160-1164. 
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Satz F. (X -7 v) = 1'. 

Satz Fter. (X -73 V2 )= 1'2' 

Satz 14 [Satz 14ter]. Lässt sich schreiben ~ = v [~ = V2 ]' und ist Q3 
eine mittels der Einsetzungsregel Eo (erster Teil) aus ~ hervorgehende 
Kalkülformel. so darf man auch schreiben Q3 = v [Q3 = 1'Z ]' 

Satz 15. a) Ist ~ = v [~ = J.] ein Theorem. so auch~' =À [~' =v]. 
(3) Ist ~ = 1'2 [~ = J.:! ] ein Theorem. so auch 21' =À2 [~' = V2]' 

Aus Verbindungsregel V o und den Sätzen 13. 13ter folgt : 
Satz 16. Sind 

(~l --. 58) = v und (~ --. 21) = v 

Theoreme, so auch 

und umgekehrt. 
Definition 70 (Einführung der Modalitätszeichen). Die Schreibweisen 

21 • v und ~ = ) 1 sollen einander ersetzen können ; ebenso ~ --=- ;. und 

~ = J.; ebenso 2-( . v und ~ = v:!; schliess lich auch m . I. :! und IJ! = J.z. 

§ 6. Aus den Sätzen 1-7. Iter-7ter. 9. 9ter. 10 einerseits und den 
Sätzen 12. 12ter. A-F. Ater-Fter. 14. 14ter. 16 andererseits. nebst den 
Definitionen und den Sätzen 8. 8ter. 11. 13. 13ter und 15. folgt unmittelbar. 
dass das Axiomcnsystem I-VI. Itcr-Vlter mit der Einsetzungsregel E . 
Schiussschema S und Verbindungsregel V völlig gleichwertig ist mit dem 
Axiomensystem 1-7, 1tcr-7ter mit der Einsetz ungsregel E o und der Ver~ 

bindungsregel V oo Beim ersten System sind . 1. . }.2. ' . . 2. -7. -7 j 

(j = 2. 3. 4) und C. C 2 :::>. :::> 2 abgeleitete Verknüpfungen . beim zweiten 

System sind es :::>. :::> 2 und . v. -..:_ i . . ).2. . 2:! . -7 . -7 j (j = 2. 3. 4). 

§ 7. Es wird hiernach nicht schwer sein drei weitere Axiomensysteme 
zu formulieren . gleichwertig mit dem System von § 5. und in welchen die 
undefinierten Grundverknüpfungen dieselben sind wie in § 5 mit Ausnahme 
von C und c 2. wdche bzw. ersetzt sind dureh:::> und :::>2; :::> und C 2 : 

C und :::>2' 

Widerspruchsfreiheit und Deutungen der Axiomensysteme. 

§ 8. Die beiden einander gleichwertigen Axiomensysteme der Para~ 
graphen 1 und 5 sind widersprucltslrei in dem Sinne. dass X . v (oder 

X = )/). X . v 2 (oder X = )/2 ) , X . ;: (oder X = n und X . 12 (oder 
X = J. 2 ) in den Systemen nicht ableitbar sind. 

Urn diese Widerspruchsfreiheit einzusehen fügen wir den (naeh An~ 
nahme endlieh oder abzählbar unendlich vielen) elementaren Kalkülformeln 
A . B . .. .. Al' .. .. An . ... Paare arithmetiseher Werte zu. welche nur (0.0) 
oder (1 .0) oder (0.1) oder (1.1) sein sollen. A + B [IJ( + Q3] ordnen wir 
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das Wertepaar (0,0) zu, falls auch A [21] und B [~] das Paar (0,0) 
zugeordnet ist; die weiteren Zuordnungen sind aus den drei folgenden 
Tabellen ersichtlich. 

+ I (0.0) I (1,0) I !O.I) I (I, I) +2 I (0.0) I (1,0) I (0.1) I (1,1) I / 
(0.0) I (0.0) I (1,0) I (0.1) I (I, 1) (0,0) I (0.0) I (1,0) I (0.0) I (1,0) (0.0) I (1.1) 

(1.0) I (1,0) I (1,0) I (1.1) I (1.1) (1.0) 1 (1,0) I (1,0) I (1,0) I (1,0) (1,0) I (0.1) 

(0.1) I (0.1) I (1.1) I (0.1) I (1 .1) (0.1) I (0.0) I (1,0) I (0.1) I (I, I) (0.1) I (1.0) 

(1.1) I (1.1) I (1.1) I (1.1) I (1.1) (1.1 ) I (1.0) I (1,0) 1 (1.1) I (1,1) (1.1) 1(0.0) 

Welche Wertepaare auch die Kalkülformeln X, y, Z zugeordnet sind, 
in allen Fällen ist den in den Axiomen I-IV im Vordergliede vorkommen­
den Kalkülformeln dasselbe Wertepaar, und zwar (1,1) zugeordnet; 
daneben ist den in den Axiomen Iter-IVter im Vordergliede auftretenden 
Kalkülformeln immer das Wertepaar (1.0) zugeordnet. 

), sei immer das Wertepaar (0,0). y das Wertepaar (1.1). )'2 das Werte­
paar (0,1) und Y2 das Wertepaar (1,0) zugeordnet. 

Den im Vordergliede von Axiom V und VI vorkommenden Kalkül­
formeln sind nun immer das Wertepaar (1.1), den im Vordergliede von 
Axiom Vter und VIter vorkommenden Formeln immer das Wertepaar (1,0) 
zugeordnet. 

Wendet man auf die in 21 ~ Y [21 . Y2] vorkommende Kalkülformel 21 
die Einsetzungsregel E an, wob ei sie in ~ übergehen soli, und ist 21 immer 
das Wertepaar (1,1) [das Wertepaar (1,0)] zugeordnet (wie auch die 
in ihr auftretenden, durch lateinische Buchstaben dargestellten, elementaren 
Aussagen bewertet sind), so ist klar, dass dasselbe von ~ gilt. 

Anwendung des Schiussschemas S führt von 21 . y und (21 ~ m) . yl 

wobei 21 und 21 ~ m immer (1 ,1) zugeordnet sein soli (wie auch die in ihr 
auftretenden, durch lateinischen Buchstaben dargestellten, elementaren 
Aussagen bewertet sind), zu m . y, wobei für m dasselbe gilt; von W . Y2 
und (21 ~3 m) . ))2' wobei 21 und 21 ~3 m immer (1,0) zugeordnet sein 
soli, führt Schema S zu m . Y2' wobei für m dasselbe gilt. 

Verbindungsregel V führt von (~~ m) . )) und (m ~ 21) . Y, bei 
welchen den Vordergliedern immer das Wertepaar (1,1) zugeordnet sein 
soli, d ,h . bei welchen 21 und m immer gleiche (vielleicht wechselnde) 
Wertepaare zugeordnet sind. zu (~~3 m) . Y2 und (m ~3 21) . ))2' be 
welchen den Vordergliedern immer das Wertepaar (1.0) zukommt. Auch 
die Umkehrung gilt. 

In einem Theorem 21 . y ist somit ~ immer das Wertepaar (1,1), in 
einem Theorem ~ . Y2 ist 21 immer das Wertepaar (1,0) zugeordnet, 

währencl wegen Definition 3 in Theoremen 21 . ), oder 21 == 22 die immer 
zugeorclneten Wertepaare (0.0) bzw. (0,1) sind. 

X . Y, X . X, X . v2 und X . 22 sind dadurch nicht ableitbar. denn 
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X kann willkürlich eines des Wertepaare (1.1), (1,0), (0,1), (0,0) zuge~ 
ordnet werden. Daraus folgt unsere Behauptung 8) . 

§ 9. Ein zweites Beweisverfahren, welches das vorige als SpezialfaIl 
umfasst, ist folgendes. Wir betrachten zwei Mengen M, N von endlich 
vielen (m bzw. n) disk;eten Elementen (m und n :;;: 1) 9) . Den durch grosse 
lateinische Buchstaben angedeuteten elementaren Kalkülformeln können 
als "Werte" die Paare von Teilmengen von M bzw. N zugeordnet wer~ 
den (die Mengen M und N und ihre leeren Teilmengen mit einge~ 

schlossen) 10 ). 
Beweisen wir diesmal die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems 

von § 5. 
A + B [W + m] ordnen wir den "Werf' (Tl + T '2 ' Ui + U'2) zu, faIls 

A [W] das Mengenpaar ( T l' U l)' B [m] das Mengenpaar (T '2' U'2) 
zugeordnet ist; A · B [~ . m] sei dann das Paar (Tl ' T '2' U l · U '2 ) als 
"Werf' zugeordnet. Ausserdem seien dann A +'2 B [W +2 m] und 
A ' 2 B [W·'2 m] bzw. die Mengenpaare (T t + T 2 , U l · U 2 ) und 
(Tl' T ',!, U l + U 2 ) zugeordnet. A' [W/] sei das Paar von Komplementär~ 

M) Die Verbindungsregel Vist von de'l Axiomen I-Vl. l ier_Vlier . Einsetzungsregel 
E und Schlussschema S unabhängig. Dies zeig t sich wie folgt. Den elementa ren 
KalküIformeln A . B • .... AI . .... An • ... seien Paare arithmetischer Werte zugeordnet, 
welche nur (0.0). (0.1) . (1,0) oder (1.1) sein sollen. Für die Grundverknüpfungen sollen 
wieder die im Texte gegebenen Zuordnungstabellen geIten. Für ;.~ seien als Zuordnungen 
die Wertepaare (0,0) und (0.1), für "~ die Wertepaare (1.0) und (1.1) möglich. während 
À und " nur (0.0) bzw. nur (1,1) zugeordnet sei. Wir denken uns nun bei der Ablei tung 
von Theoremen die Verbindungsregel V nicht benutzt, D ann werden den in Theoremen 

\!! =-'--= ;:2 auftretenden Kalkülformeln ~! immer eines der W ertepaa re (1.0), ( 1,1), den in 

Theoremen ~ ! ::.:- -;; au ftretenden KalküIformeln ~ ( immer das Wertepaa r (1 ,1) zuge­
ordnet sein. 

Die V erbindungsregel V ist nun keine Folge der Ax iome, Regel E und Schema S. 

Denn sonst müsste die Existenz von Theoremen (2!-+3 ~) -'- ;;-2 und (Q3 -+ 32!) ~ ;2 

immer zur Folge haben, dass auch (2! -+ 5B) - '- ,; und (Q3 -+ 21) == ~ Theoreme wären. Dies 

ist jedoch nicht der F al!. Denn p.~ -+3 (X +~ X)'l ..:...: ,.~ und [(X +~ X')' ~:l ).2] ..:... " 2 

sind (ohne Regel V) ableitbare Theoreme. Ordnen wir X (0,0 ) , ).'2 (0.0 ) zu. so ist 
(X +'2 X) + ;·2 das Wertepaar (1.0) zugeordnet; es gibt somit kein Theorem der Form 

[(X + 2 X') ' ~ ;.2 ] . ". was doch der F a ll sein müsste, wenn Regel V ableitbar wäre. 
Aus dem A xiomensystem des P a r. 1 (also mit Einschluss der V erbindungsregel V ) 

folgt das Theorem (Dist ributivi tä tssa tz) : Immer ist [e( O('I' D 7.)] = [( epO ,/, )0 (epOx)) ; 

dabei stdlt 0 . und ebenso D . cine w illk iirliche der Grundverknüpfungen +. +'2 •.•. '2 
dar, und stellt r. ebenso wie "I ' und 7.. eine willkürliche der clementaren Kalkiilformeln 

i .. ". ;.'2. "2 dar, Zum Beweise beachte man die Theoreme: À'2 + "2 = ", und À + '2 " = "2. 

und die dualen Theoreme: ,.~ . ;'2 = ;. bzw. ".'2 À = ;,'2. (Das ers te dieser Theoreme fo lg t 
mit Einsetzungsregel Eo aus Axiom 7, fJ ) . 

9) Zum ersten V erfahren kommt man durch Betrachtung von Mengen M. N . dere:1 
jede aus einem einzelnen Element aufgebaut ist ; die Paare von T eilmengen von M und 
N : {O.O J, {O, N}, {M. O} und { M. N} seien bzw. mit (0,0), (0,1), (1.0) und 
( 1.1) benan:1t. 

10) Die Anzahl dieser Paare ist somit Zm X Zn . 
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mengen (M-T I , M-T2 ) als "Wert' , zugeordnet, fa11s A [21] das 
Paar (Tl ' T 2 ) zugeordnet ist. 

), sei als einzig möglicher "Wert' , das Mengenpaar (0,0), 'V das Paar 
(M, N) zugeordnet; schliesslich seien diese einzig möglichen "Werte" für 
).2 und 'V2 bzw. (0, N) und (M,O). 

21 c ~ solI nur möglich sein, wenn für die ']l und ~ gemäss obigen 
Vorschriften zugeordneten Mengenpaare (T, U) bzw. (To, Uo) immer T 
eine Teilmenge von T o, U eine Teilmenge von Uo ist, wie auch den in 21 
und ~ vorkommenden, durch grosse lateinische Buchstuben angedeuteten 
elementaren Kalkülformeln Pa are von Teilmengen von M bzw. N zuge~ 

ordnet sind. 
21 C 2 ~ so11 nur möglich sein, wenn für die 21 und ~ gemäss obigen 

Vorschriften zugeordneten Mengenpaare (T, U) bzw. (To, Uo) immer T 
eine Teilmenge von To, U o eine Teilmenge von U ist. 

Es ist nun sofort klar, dass die Axiome 1-7, und lter-7ter sich in 
richtige Behauptungen über die Teilmengen von M und N übersetzen; 
dasselbe gilt für die Regel Voo 

Betrachten wir noch die Einsetzungsregel Eo. Ist 21 c ~ [21 c 2~] ein 
Theorem, so gilt für 21 und ~ gleichzeitig zugeordnete Mengenpaare . 
(Tl' U I ) bzw. (T2 • U 2 ). dass Tl Teilmenge von T 2 , UI Teilmenge von 
U 2 ist [dass Tl Teilmenge von T 2, U 2 Teilmenge von U list]; das bleibt 
so für die Kalkülformeln SD und Q;, fa lIs SD c ij; ['1) C 2 Q;] mittels Regel 
Eo aus 21 c ~ raus 21 C 2 ~] hervorgeht. 

Aber daraus folgt , dass X . v oder X = 'V oder " X C 'V und 'V C X" 
[dass X . V 2 oder X = 'V2 oder " X C 'V2 und 'V2 C X"] nicht ableitbar 
ist. Denn jeder "Wert" von X , welcher nicht gleich d~m Mengenpaare 
(M, N) ist [welcher nicht gleich dem Mengenpaare (M. 0) ist]. gibt eine 
unrichtige Behauptung über endliche Mengen. 

Dass X . 1 und X . 12 nicht ableitbar sind. folgt daraus, dass dasselbe 
von X = ). oder X' = 'V und von X = )'2 oder X' = 'V2 gilt. 

Dieses zweite Beweisverfahren zeigt, dass die acht im Vorigen betrach~ 
teten aequivalenten Axiomensysteme einen 2m X 2n~wertigen Aussagen~ 
kalkül liefern (m und n natürliche Zahlen) , welchen wir als das Produkt 
eines 2m ~wertigen und eines 2n~wertigen Aussagenkalküls auffassen 
können; jeder dieser beiden letzten Kalküle lässt sich durch die loc. cito 4) 
gegebenen A xiomensysteme für den erweiterten RUSSELL-WHITEHEAD~ 
schen Aussagenkalkül charakterisieren. 


