Mathematics. — Ulber mehrwertige Aussagenkalkiile und mehrwertige
engere Priadikatenkalkiile. 1. By J. RIDDER. (Communicated by Prof.
‘W. VAN DER WOUDE.)

(Communicated at the meeting of April 24, 1948.)

In einem neuerdings erschienenen Buche 1) von S. A. Kiss: Transfor-
mations on lattices and structures of logic, New York 1947, wird in inhalt-
licher Weise eine 22-wertige Aussagenlogik eingefiihrt. Im folgenden
wollen wir zeigen: 1° dass eine derartige Logik sich auch formal aufbauen
lasst; 2° dass dieser Aufbau zu einem Aussagenlogik fiihrt, welche nicht
nur eine 22-wertige Deutung, sondern sogar allgemein eine 2" X 2™-wertige
Deutung (n und m natiirliche Zahlen) zulasst.

Eine Erweiterung des angewandten Verfahrens fithrt zu Aussagen-

kalkiilen mit 2™ X 2™ X ... X 2"m ~wertigen Deutungen (ny, ns, ..., nm
natiirliche Zahlen; m ganz und = 3).

Vollig gleichartige Bemerkungen gelten fiir den engeren Pradikaten-
kalkiil.

Erster Aufbau eines Aussagenkalkiils K(2),

§ 1. Von den im folgenden durch grosse lateinische Buchstaben
A, B, C, ... 2) angedeuteten elementaren Aussagen (elementaren Kalkiil-
formeln) wird nicht angenommen, dass sie entweder wahr oder falsch
sind. Wir lassen sowohl die Méglichkeit von endlich- wie die von abzahl-
bar unendlich vielen elementaren Aussagen zu. Zu ihnen rechnen wir noch
die durch die griechischen Buchstaben 4, », 1, und », dargestellten.

Als undefinierte Grundverkniipfungen nehmen wir zwei zweistellige
Verkniipfungen +, +,, und eine dritte einstellige Verkniipfung: Komple-
ment von, angedeutet durch ein Akzent. Es gibt somit Kalkiilformeln von
der Art wie X +Y, X+,Y, X", Y".

Einsetzungsregel E (erster Teil). Aus einer Kalkiilformel erhalt man
wieder eine Kalkiilformel, wenn man einen in ihr auftretenden grossen
lateinischen Buchstaben durch eine Kalkiilformel ersetzt (gleichgestaltete
Buchstaben durch gleichgestaltete Formeln); dabei sind die grossen
lateinischen Buchstaben, 4, », 1, und v, als Kalkiilformeln anzusehen, ferner

mit R und S auch R + S, R+, S, N’, & 3).
Definition 1. 9 — B ist eine andere Schreibweise von I’ + B.
Definition 1ter, 9 —; B ist eine andere Schreibweise von U’ +, B.
=1, = 12 und —=», sind Modalitatszeichen.
1) Ir. TH. W. TE NUYL stellte mir freundlichst sein Exemplar zur Verfiigung.

2) Daneben auch: Aj, Bi, Cy, ...; A2, Bo, ...; ...; A, ... (n eine natiirliche Zahl).
3) Grosse deutsche Buchstaben werden immer Kalkiilformeln andeuten.
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Definition 2. Ein Ausdruck, bestehend aus einer Kalkiilformel, gefolgt
durch eines der Modalitédtszeichen, und entstanden nach endlichmaliger
Anwendung von Axiomen, Einsetzungsregel E, Schlussschema S oder
(und) Verbindungsregel V, ist ein Theorem.

So sind alle Axiome als Theoreme zu betrachten.

Einsetzungsregel E (zweiter Teil). Ist 9 --»[A—=»,] ein Theorem,
und B eine neue, aus I mittels der Einsetzungsregel E (erster Teil) her-
vorgehende Kalkiilformel, so liefert auch B =" » [B = »,] ein Theorem.

Erste Gruppe von Axiomen.
Axiom I. [(X + X) - X]==».
Axiom II. [X > (X + Y)]"=».
Axiom III. [(X+Y) > (Y + X)]—"=».
Axiom IV. [(Y5Z) > {(X+Y)>(X+Z)}]=»
Axiom V. (1-X)-—".
Axiom VI. (X —»)-"».
Schlussschema S.  Sind A% [A " %,] und (A—=B)=—» [(A—;B)=—,]
Theoreme, so ist auch
By [B = »,]
ein Theorem.
Zweite Gruppe von Axiomen,
Axiom Iter, [(X +,X) —3X] =7,
Axiom Ilter, [X —, (X +,Y)] ;';52.
Axiom IIlter, [(X +,Y) -, (Y +, X)
Axiom IVter, [(Y —, Z) —y {( +oY
Axiom Vter, [, -, X] "~
Axiom Vlter. [X —,,] & i’z.
Verbindungsregel V. Sind

UA=>B) =» und (B->A—»

Theoreme, so gilt dasselbe von

(A—=>;B) =», und (B—=;A) "=,

|
) 23 (X +22Z)}] =,

und umgekehrt.

Definition 3. Eine andere Schreibweise eines Theorems A = [’ == 3]
ist A’ -2 [A==7]; eine andere Schreibweise eines Theorems
U= wy [A ==wy] dst W ==, [A1).

Die mit den Regeln E und S aus der ersten Gruppe von Axiomen ableit-
baren Theoreme stehen dual gegeniiber den mit diesen Regeln aus der

zweiten Gruppe von Axiomen ableitbaren Theoremen.
Daneben haben wir noch das weiter unten folgende Dualitatsprinzip.

Definition 4. 9.9 ist eine andere Schreibweise von (A" + B’)’.
Definition 4bis. (., 9 ist eine andere Schreibweise von (A +,%B")".
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Definition 1bis, 9 —, B ist eine andere Schreibweise von A’ - B.

Definition 1quater, [ —, B ist eine andere Schreibweise von U’ .o B.

Dualititsprinzip 4). Ist % == [0 ~=%,] ein Theorem, so auch B =1
[B == 2,]: dabei gehe Kalkiilformel 8 aus Kalkiilformel % dadurch hervor,
dass: a) + durch ., und umgekehrt; +, durch .,, und umgekehrt, 8) 1
durch », und umgekehrt; 2, durch »,, und umgekehrt, y) — durch —,,
und umgekehrt; —3 durch —,4, und umgekehrt, ersetzt werden; ev. vor-
kommende Akzenten sollen ungeéndert bleiben. Ist, umgekehrt, bei den-

selben Kalkiilformeln 9 und B 81 [B= 15] ein Theorem, so auch
A=y [A=7,].

§ 2. Nach dem Vorigen wird es deutlich sein, dass obiges System von
Definitionen, Axiomen und Regeln dual steht gegeniiber folgendem System,
mit welchem es aequivalent ist 5).

Die undefinierten Grundverkniipfungen werden diesmal angegeben
durch -, -5 und ein Akzent.

Einsetzungsregel E* (erster Teil). Aus einer Kalkiilformel erhélt man
wieder eine Kalkiilformel, wenn man einen in ihr auftretenden grossen
lateinischen Buchstaben durch eine Kalkiilformel ersetzt (gleichgestaltete
Buchstaben durch gleichgestaltete Formeln); dabei sind die grossen latei-
nischen Buchstaben, 2, », 2, und », als Kalkiilformeln anzusehen; ferner
mit R und &S auch R - S, R .. S, K’, &' 3).

Statt der Definitionen 4 und 4bis brauchen wir hier die Definitionen 4*
und 4*bis.

Definition 4*. 9 + B ist eine andere Schreibweise von (A’ - B’)".

Definition 4*bis, 9 +, P ist eine andere Schreibweise von (A’ .5 8’)".

Die Definitionen 1—1quater lassen wir auch hier gelten.

Statt Definition 2 kommt die

Definition 2*. Ein Ausdruch, bestehend aus einer Kalkiilformel, gefolgt
durch eines der Modalitatszeichen (§ 1), und entstanden nach endlich-
maliger Anwendung der Axiome und Regeln E*, S* V* dieses Para-
graphen, ist ein Theorem.

Einsetzungsregel E* (zweiter Teil). Ist 3 =1 [A == 1,] ein Theorem,
und B eine neue, aus Y mittels der Einsetzungsregel E* (erster Teil) her-

vorgehende Kalkiilformel, so liefert auch B—1 [B= J2] ein Theorem.

Erste Gruppe von Axiomen.

Axiom Ibis, [(X.X) —,X]== 4

Axiom Ilbis, [X —, (X.Y)] =1

Axiom Ilbis, [(X-Y) =, (Y. X)] =1

4) Zum Beweise vergleiche man ]. RIDDER, Ueber den Aussggen- und den engeren
Pradikatenkalkiil I u. II, Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam 49, 1153—1164

(1946), und 50, 24—30 (1947), insbes. 1153, 1154, 1156 und 26, 27 (Satz 42).
8) Vergleiche loc. cit. 4), S. 27.
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Axiom IVbis, [(Y 5,Z) = {((X-Y) =5 (X -2)}] =1
Axiom Vbis, (v -, X) =1
Axiom VlIbis, (X —,1) == 1.
Schlussschema S*. Sind % == 1 [ == Z,] und

(A —oPB) =17 [(A—>4B) ==15]. Theoreme, so ist auch

V=2  [B=1]

ein Theorem.

Zweite Gruppe von Axiomen.

Axiom Iguater, [(X ., X) —, X] =4

Axiom Ilquater, [X —, (X 5 Y)] == /js.

Axiom Illguater, [(X ., Y) =4 (Y -2 X)] == 2o.

Axiom IVguater, [(Y 5,2Z) 5, {(X 2Y) =4 (X -2 Z)}] == I
Axiom Vauater, (v, —, X) == L.

Axiom Vlguater, (X —,75) == iy.
Verbindungsregel V*. Sind

(i)«[ ) %) A- und (% - 9[)
Theoreme, so gilt dasselbe von

U—>,B) =1, und (B—>,A)—1,,
und umgekehrt.
Definition 3*. Eine andere Schreibweise eines Theorems 9( == 1 [’ == 1]

ist A =% [A==»]; eine andere Schreibweise eines Theorems

W=7, [W==2,] dst A==, [A==7,].

§ 3. Ausgehend von den undefinierten Grundbegriffen +, -5 und ’
oder von den undefinierten Grundbegriffen -, +5 und ” erhélt man leicht
zwei weitere, mit den beiden vorigen Systemen aequivalente Systeme von
Definitionen, Axiomen und Regeln.

§ 4. Definition 5. 9 C ist eine andere Schreibweise von (A—B) —=».
Definition 5bis. 9 D9 ist eine andere Schreibweise von (% —» B) 1.
Definition 5ter, [ C, P ist eine andere Schreibweise von (A —3B) ==,.
Definition 5quater, 9(D, 9 ist eine andere Schreibweise von (3 —48) == 1,.

Aus dem Axiomensystem des Par. 1 lassen sich die folgenden Satze
ableiten 6).

6) Fiir die Beweise vergleiche man loc. cit. 4), S. 1154—1158.
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Satz 1. a) A CY ist ein Theorem;

B) (Schlussschema) hat man als Theoreme A C B, %C@
so gibt es auch ein Theorem % C €.

Satz 1ter, q) Y C, Y ist ein Theorem;

B) (Schlussschema) hat man als Theoreme A C, B, BC, €,
so gibt es auch ein Theorem % C, G.
Satz 2. a) (A-B)CAund (A-B) € B (sind Theoreme);
B) (Schlussschema) aus den Theoremen €C % und € C B
folgt, dass sich auch schreiben lasst € € (A - B).
Satz 2ter, q) (A -2B) €, A und (A -2 B) €, B (sind Theoreme);
B) (Schlussschema) aus den Theoremen € C5 Y und € <, B
folgt, dass sich auch schreiben lasst € Co (A -2 B).

Satz 3. a) AC(A+ B) und BC (A + B);

B) (Schlussschema) aus A C € und B € € folgt, dass sich
auch schreiben lasst (Y + B) C C.

Satz 3ter, q) ACL(A +2B) und BC, (A +5B);

B) (Schlussschema) aus A C,E und B, folgt, dass
sich auch schreiben lasst (Y +,B) C, C.

Satz 4. 1 C .

Satz 4ter, 1, C, .

Satz 5. Y C .

Satz Ster, Y C,v,.

Definition 6. A — B ist eine kiirzere Schreibweise von: AC B und
BC A, oder — was wegen Verbindungsregel V, Definition 5 und Defini-
tion Ster auf dasselbe hinauskommt — von: % C, B und B C, A.

Satz 6. [¥- (B +6)] = [(A-B) + (A 6)].

Satz 6ter. [ (B +26)] =[(A-2B) +2(A-2€)].

Satz 7. a) (A-W)=4 B) (A+YA) =

Satz Tter. a) (Ao %) =1o: f) (A+, %) =

Satz 8 (Satz 8ter), Lisst sich schreiben 9 ==7%, so auch Y = », und
umgekehrt. [Lasst sich schreiben Y == ¥,, so auch Y = »,, und umgekehrt].

Satz 9 (Satz 9ter)., Liasst sich schreiben Y C B [A C, B], und sind
D und € neue, aus A bzw. B mittels der Einsetzungsregel E (erster Teil)
hervorgehende Kalkiilformeln, wobei sowohl in 9 wie in 8 vorkommende,
gleichgestaltete lateinische Buchstaben in beiden nicht oder in beiden an
allen Stellen in gleicher Weise (d.h. durch gleichgestaltete Kalkiilformeln)
ersetzt sind, so hat man auch @C ¢ [D C, E].

Satz 10. Sind A € B und B S Y Theoreme, so gilt dasselbe von
AC,B und B C, A, und umgekehrt.

Zweiter Aufbau des Aussagenkalkiils K(2).

§ 5. Elementare Aussagen (elementare Kalkiilformeln) sollen wieder
durch grosse lateinische Buchstaben 2) und 2, », 1o, vo angedeutet werden.
Als undefinierte Grundverkniipfungen nehmen wir sechs zweistellige
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Verkniipfungen C, C,, +, ., 4o, -» und eine einstellige Verkniipfung:
Komplement von, angedeutet durch ein Akzent.

Einsetzungsregel E,, (erster Teil) habe den gleichen Wortlaut wie Ein-
setzungsregel E (erster Teil) mit dem Unterschiede, dass mit )t und &
(neben R + S, R +,6, N, &) auch R - S und RN -» S als Formeln be-
trachtet werden sollen.

Den Inhalt der Satze 9 und 9ter nehmen wir als zweiten Teil von Regel
E, an. Also:

Einsetzungsregel E,, (zweiter Teil). Lasst sich (auf Grund der nach-
folgenden Axiome und Regel) schreiben % € B [A C,B], mit Aund B
Kalkiilformeln, und sind ® und € aus 9 bzw. ¥ mittels der Einsetzungs-
regel E, (erster Teil) hervorgehende Kalkiilformeln, wobei sowohl in
wie in B vorkommende gleichgestaltete lateinische Buchstaben in beiden
nicht oder in beiden an allen Stellen durch gleichgestaltete Kalkiilformeln
ersetzt sind, so lasst sich auch schreiben ® C € [D C, ] 3).

Definition 2,. Ein Ausdruck bestehend aus zwei Kalkiilformeln, ge-
trennt durch ©, D, C, oder D., und entstanden nach endlichmaliger
Anwendung der hier folgenden Axiome, Einsetzungsregel E, oder (und)
Verbindungsregel V (nebst Definitionen), ist ein Theorem.

Definition 3,. Eine andere Schreibweise eines Theorems A C P ist
B D U; eine andere Schreibweise eines Theorems AT, B ist B D 5 A.

Erste und zweite Gruppe von Axiomen.
Axiom 1. «) X € X (ist ein Theorem);
B) (Schlussschema) lasst sich schreiben A € B und B C E,
so ist auch Y C ¢ ein Theorem.
Axiom Iter, ¢) XC,X;
f) (Schlussschema) lasst sich schreiben A C, B und
VC,C, soistauch A €, cin Theorem.
Axiom 2. «) (X . V)CXund (X.Y)CY;
f) (Schlussschema) sind € C A und € € B Theoreme, so
ist auch € € (2 - B) ein Theorem.
Axiom 2ter, ¢) (X .,Y)C,X und (X, Y)C,Y;
p) (Schlussschema) sind € C, A und EC, B Theoreme,
so ist auch B C, (A -5 B) ein Theorem.
Axiom 3. ) XC(X+Y)undY C (X4 Y);
f) (Schlussschema) lasst sich schreiben AC @ und B €@,
so auch (I + V) C 6.
Axiom 3ter, ) X Co (X +,Y)und YC, (X +,Y);
f) (Schlussschema) lasst sich schreiben 9 C, ® und
BC,E, soauch (A+,B)c,C.
Axiom 4. 2 CX.
Axiom 4ter, ], C, X.
Axiom 5. X Cy.
Axiom 5ter, X C, ..
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Verbindungsregel V. Sind % € B und BC A Theoreme, so gilt das-
selbe von A C B und B C, A, und umgekehrt.

Definition 6, A — B ist eine kiirzere Schreibweise von: Y C B und
BC 9, oder — was wegen Verbindungsregel Vauf dasselbe hinauskommt
—von: A Co,Bund B C, A.

Axiom 6. [X. (Y+2Z)]=[(X.Y)+ (X -2)].

Axiom 6ter, [X o (Y +,Z2) ] =[(X 2 Y) +5 (X -2 Z)].

Axiom 7. ) (X - X') =4 B) (X+X') =

Axiom 7ter, q) (X o X') = 2o; B) (X +2X') = v,.

Die aus den Axiomen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den Regeln E; und V,
ableitbaren Theoreme stehen dual gegeniiber den aus den Axiomen Iter,
2ter, “3ter, 4ter, Ster, 6ter, 7ter und den Regeln E; und V, ableitbaren
Theoremen.

Daneben gibt es das unten folgende Dualitétsprinzip 7).

Dualititsprinzip. Zu jedem mit den Axiomen 1—7, 1ter—7ter, Verbin-
dungsregel V, und Einsetzungsregel E, ableitbaren Satz erhalt man einen
dualen, wenn: @) in jeder vorkommenden Kalkiilformel + durch ., +,
durch .5, 2 durch », 45 durch »,, und umgekehrt, ersetzt werden; g) A C B

durch B €, und AC, B durch B C, A ersetzt wird; dabei sollen 9 und

®B die geméss a) aus U bzw. B hervorgehenden Kalkiilformeln sein.

Satz 11. o) (A +B) = (Y- B’)’, und (A- B) = (A + B')"

B) (A+:2B) = (A -2PB'), und (Y -2 B) = (A +.98")".

Definition 1. 9 — B ist eine andere Schreibweise von Y’ + B.

Definition 1ter, [ —5 B ist eine andere Schreibweise von U’ +, B.

Satz 12. (Schlussschema) Lasst sich schreiben A = v und (A - B) = »,
so auch B = ».

Satz 12ter, (Schlussschema) Léasst sich schreiben % — », und
(A >3 B) = v5, so auch B = »,.

Satz 13. (Schlusschema) Léasst sich schreiben Y € B, so auch
(A > B) = », und umgekehrt.

Satz 13ter, (Schlussschema) Liasst sich schreiben % Co%B, so auch
(A -3 B) = », und umgekehrt.

Satz A. [(X + X) > X] = .

Satz Ater, [(X +,X) -3 X] = v,.

Satz B, [X—> (X+Y)] =

Satz Bter, [X -3 (X +,Y)] = .

Satz C. [(X+Y)-> (Y +X)] =

Satz Cter, [(X +5Y) =3 (Y 42 X)] = .

Satz D. [(Y=>Z)>{((X+Y)>(X+2)}] =

Satz Dter, [(Y 53Z) 53{(X +:2Y) 53 (X +22)}] = »s.

Satz E. (1> X) = .

Satz Eter, (1, 53 X) = »,.

7) Fiir die Ableitung und die der weiteren Sitze dieses Par. vergl. loc. cit. ¢),
S. 1160—1164.
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Satz F. (X —>v) =

Satz Fter, (X —3vy) = v,.

Satz 14 [Satz 14ter]. Lisst sich schreiben % = » [ = »,], und ist B
eine mittels der Einsetzungsregel E, (erster Teil) aus 9 hervorgehende
Kalkiilformel, so darf man auch schreiben 8 = » [8 = 7,].

Satz 15. a) Ist A = v [A = /] ein Theorem, so auch A’ =1 [A' =v].

B) Ist A=, [A=1,] ein Theorem, so auch A’ =21,[W =w»,].

Aus Verbindungsregel V, und den Satzen 13, 13ter folgt:

Satz 16. Sind

UA—=>B)=» und (B>A)=v»
Theoreme, so auch
AU—=>3B)=», und (B—;A) =1,
und umgekehrt.
Definition 7, (Einfiilhrung der Modalitdtszeichen). Die Schreibweisen
A% und A = » sollen einander ersetzen kodnnen; ebenso A== i und
U = 7; ebenso A==» und A = »,; schliesslich auch A==/, und A = 4,.

§ 6. Aus den Sitzen 1—7, lter—7ter, 9, 9ter, 10 einerseits und den
Satzen 12, 12ter, A—F, Ater—Fter, 14, 14ter, 16 andererseits, nebst den
Definitionen und den Satzen 8, 8ter, 11, 13, 13ter und 15, folgt unmittelbar,
dass das Axiomensystem [—VI, Iter—VlIter mit der Einsetzungsregel E,
Schlussschema S und Verbindungsregel V véllig gleichwertig ist mit dem
Axiomensystem 1—7, Iter—7ter mit der Einsetzungsregel E, und der Ver-
bindungsregel V. Beim ersten System sind ==1, == 1y, -, -5, —, —;
(j=2,3,4) und C, C, D, D, abgeleitete Verkniipfungen, beim zweiten

System sind es D, D, und ——v, 4 v, == e, —, —; (j=2,3,4).

§ 7. Es wird hiernach nicht schwer sein drei weitere Axiomensysteme
zu formulieren, gleichwertig mit dem System von § 5, und in welchen die
undefinierten Grundverkniipfungen dieselben sind wie in § 5 mit Ausnahme
von € und C,, welche bzw. ersetzt sind durch D und D,; D und C,;
C und O,

Widerspruchsfreiheit und Deutungen der Axiomensysteme.

§ 8. Die beiden einander gleichwertigen Axiomensysteme der Para-
graphen 1 und 5 sind widerspruchsfrei in dem Sinne, dass X =% (oder
X =), X%, (oder X = »), X =1 (oder X = }) und X == 7, (oder
X — /) in den Systemen nicht ableitbar sind.

Um diese Widerspruchsfreiheit einzusehen fiigen wir den (nach An-
nahme endlich oder abzdhlbar unendlich vielen) elementaren Kalkiilformeln
A, B,...,A,, ..., An, ... Paare arithmetischer Werte zu, welche nur (0,0)
oder (1,0) oder (0,1) oder (1,1) sein sollen. A + B [U + B] ordnen wir
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das Wertepaar (0,0) zu, falls auch A [¥] und B [B] das Paar (0,0)

zugeordnet ist; die weiteren Zuordnungen sind aus den drei folgenden

Tabellen ersichtlich.

+ (00 | 10 |01 |1 +2 |00 [0 [y [ay [y
©0.0) | ©0 | 1O | @1 | @D 0.0) | (0.0 | (1.0) | (0.0) | (1,0) 0.0) | (11)
(LO) | (1LO) | (1LO) | (L1 | (11) (1L,0) | (1LO) | (1LO) | (1LO) | (10) (1,0) | (0.1)
on [on @y [ony @y ©on [©00 |10 [©On [wy o1 | (10
wy @y @y ey fay @y | @o [ wo | wy | @) (L1 | (0.0

Welche Wertepaare auch die Kalkiilformeln X, Y, Z zugeordnet sind,
in allen Fallen ist den in den Axiomen [—IV im Vordergliede vorkommen-
den Kalkiilformeln dasselbe Wertepaar, und zwar (1,1) zugeordnet;
daneben ist den in den Axiomen Iter—IVter im Vordergliede auftretenden
Kalkiilformeln immer das Wertepaar (1,0) zugeordnet.

2 sei immer das Wertepaar (0,0), » das Wertepaar (1,1), 1, das Werte-
paar (0,1) und v, das Wertepaar (1,0) zugeordnet.

Den im Vordergliede von Axiom V und VI vorkommenden Kalkiil-
formeln sind nun immer das Wertepaar (1,1), den im Vordergliede von
Axiom Vter und Vlter vorkommenden Formeln immer das Wertepaar (1,0)
zugeordnet.

Wendet man auf die in A =% [A="%,] vorkommende Kalkiilformel
die Einsetzungsregel E an, wobei sie in B iibergehen soll, und ist 9 immer
das Wertepaar (1,1) [das Wertepaar (1,0)] zugeordnet (wie auch die
in ihr auftretenden, durch lateinische Buchstaben dargestellten, elementaren
Aussagen bewertet sind), so ist klar, dass dasselbe von 8B gilt.

Anwendung des Schlussschemas S fithrt von d==% und (A - B) —¥'
wobei 9 und Y — B immer (1,1) zugeordnet sein soll (wie auch die in ihr
auftretenden, durch lateinischen Buchstaben dargestellten, elementaren
Aussagen bewertet sind), zu B == », wobei fiir B dasselbe gilt; von A ==,
und (A -3 B) ——»,, wobei Y und Y >3 B immer (1,0) zugeordnet sein
soll, fithrt Schema S zu B —=»,, wobei fiir B dasselbe gilt.

Verbindungsregel V fiithrt von (Y - B) =% und (B —> A)—», bei
welchen den Vordergliedern immer das Wertepaar (1,1) zugeordnet sein
soll, d.h. bei welchen U und B immer gleiche (vielleicht wechselnde)
Wertepaare zugeordnet sind, zu (A —»3B) ~——», und (B -3 A) =—=7,, be
welchen den Vordergliedern immer das Wertepaar (1,0) zukommt. Auch
die Umkehrung gilt.

In einem Theorem Y ==v» ist somit Y immer das Wertepaar (1,1), in
einem Theorem ¥ ==, ist Y immer das Wertepaar (1,0) zugeordnet,
wiahrend wegen Definition 3 in Theoremen == 1 oder 9 — 1, die immer
zugeordneten Wertepaare (0,0) bzw. (0,1) sind.

X X==1, X==v, und X~ 1, sind dadurch nicht ableitbar, denn



679

X kann willkiirlich eines des Wertepaare (1,1), (1,0), (0,1), (0,0) zuge-
ordnet werden. Daraus folgt unsere Behauptung 8).

§ 9. Ein zweites Beweisverfahren, welches das vorige als Spezialfall
umfasst, ist folgendes. Wir betrachten zwei Mengen M, N von endlich
vielen (m bzw. n) diskreten Elementen (mund n=1)9). Den durch grosse
lateinische Buchstaben angedeuteten elementaren Kalkiilformeln kénnen
als ,,Werte" die Paare von Teilmengen von M bzw. N zugeordnet wer-
den (die Mengen M und N und ihre leeren Teilmengen mit einge-
schlossen) 10),

Beweisen wir diesmal die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems
von § 5.

A + B [ + B] ordnen wir den , Wert"” (T, + T,, U, + U,) zu, falls
A [A] das Mengenpaar (T, U;), B [B] das Mengenpaar (T, U,)
zugeordnet ist; A - B [ - B] sei dann das Paar (T, -T,, U, -U,) als
»Wert” zugeordnet. Ausserdem seien dann A +,B [¥ +,B] und
A..B [¥A-2B] bzw. die Mengenpaare (T,+ T,, U,-U,) und
(Ty-T, U, + U,) zugeordnet. A’ [A’] sei das Paar von Komplementér-

8) Die Verbindungsregel V ist von den Axiomen I—VI, Iter—VIter Einsetzungsregel
E und Schlussschema S unabhingig. Dies zeigt sich wie folgt. Den elementaren
Kalkiilformeln A, B, ..., A, ..., A, ... seien Paare arithmetischer Werte zugeordnet,
welche nur (0,0), (0,1), (1,0) oder (1,1) sein sollen. Fiir die Grundverkniipfungen sollen
wieder die im Texte gegebenen Zuordnungstabellen gelten. Fiir 1o seien als Zuordnungen
die Wertepaare (0,0) und (0,1), fiir 1o die Wertepaare (1,0) und (1,1) méglich, wihrend
4 und » nur (0,0) bzw. nur (1,1) zugeordnet sei. Wir denken uns nun bei der Ableitung
von Theoremen die Verbindungsregel V nicht benutzt. Dann werden den in Theoremen

9 " »» auftretenden Kalkiilformeln 9l immer eines der Wertepaare (1,0), (1.1), den in

Theoremen 9 "~ » auftretenden Kalkiilformeln 9( immer das Wertepaar (1,1) zuge-
ordnet sein.
Die Verbindungsregel V ist nun keine Folge der Axiome, Regel E und Schema S.

Denn sonst miisste die Existenz von Theoremen (A=3B) " », und (VB->3A)
immer zur Folge haben, dass auch (= 8) = » und (B> A) - » Theoreme wiiren. Dies

ist jedoch nicht der Fall. Denn [Ao—3 (X +2X')'] " 7ro und [(X +=2X') —322] "~ 1y
sind (ohne Regel V) ableitbare Theoreme. Ordnen wir X (0,0), %2 (0,0) zu, so ist
(X 42 X’) 4+ 22 das Wertepaar (1,0) zugeordnet; es gibt somit kein Theorem der Form

[(X +2X')"— Js] ——», was doch der Fall sein miisste, wenn Regel V ableitbar wiére.

Aus dem Axiomensystem des Par. 1 (also mit Einschluss der Verbindungsregel V)
folgt das Theorem (Distributivititssatz): Immer ist [¢°(yTx)] = [(#° v)Z (#°2)];
dabei stellt ©, und ebenso U, eine willkiirliche der Grundverkniipfungen -+, -2, ., .2
dar, und stellt ¢, ebenso wie ' und g, eine willkiirliche der elementaren Kalkiilformeln
A, v, Jo, vo dar. Zum Beweise beachte man die Theoreme: 4o + o = »,und 4 o v = »s,
und die dualen Theoreme: »s.4> = 4 bzw. v.s 4 = Zs. (Das erste dieser Theoreme folgt
mit Einsetzungsregel Eg aus Axiom 7, f).

9)  Zum ersten Verfahren kommt man durch Betrachtung von Mengen M, N, deren
jede aus einem einzelnen Element aufgebaut ist; die Paare von Teilmengen von M und
N:{00}, {0,N}, {M,0} und { M, N} seien bzw. mit (0,0), (0,1), (1,0) und
(1,1) benanat.

10)  Die Anzahl dieser Paare ist somit 2m > 27,
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mengen (M —T,, M —T,) als ,,Wert" zugeordnet, falls A [%] das
Paar (T4, T,) zugeordnet ist.

. sei als einzig méglicher ,,Wert” das Mengenpaar (0,0), » das Paar
(M, N) zugeordnet; schliesslich seien diese einzig mdglichen ,,Werte” fiir
A9 und v, bzw. (0, N) und (M, 0).

A C B soll nur moglich sein, wenn fiir die A und B gemiss obigen
Vorschriften zugeordneten Mengenpaare (T, U) bzw. (T, Uy) immer T
eine Teilmenge von Ty, U eine Teilmenge von U, ist, wie auch den in ¥
und B vorkommenden, durch grosse lateinische Buchstaben angedeuteten
elementaren Kalkiilformeln Paare von Teilmengen von M bzw. N zuge-
ordnet sind.

A C, B soll nur moglich sein, wenn fiir die Y und B gemass obigen
Vorschriften zugeordneten Mengenpaare (T, U) bzw. (Ty, Uy) immer T
eine Teilmenge von T, U, eine Teilmenge von U ist.

Es ist nun sofort klar, dass die Axiome 1—7, und Iter—7ter sich in
richtige Behauptungen iiber die Teilmengen von M und N iibersetzen;
dasselbe gilt fiir die Regel V.

Betrachten wir noch die Einsetzungsregel E,. Ist A € B [ €, B] ein
Theorem, so gilt fiir % und B gleichzeitig zugeordnete Mengenpaare
(T,,U,) bzw. (T, U,), dass Ty Teilmenge von Ty, U, Teilmenge von
U, ist [dass T, Teilmenge von Ty, U, Teilmenge von U, ist]; das bleibt
so fiir die Kalkiilformeln ® und @, falls ® € G [D C, ] mittels Regel
Ey aus A € B [aus A €, B] hervorgeht. _

Aber daraus folgt, dass X==» oder X — » oder , X C» und vC X"
[dass X =¥, oder X = v, oder ,,X C vy, und v, € X"'] nicht ableitbar
ist. Denn jeder ,,Wert” von X, welcher nicht gleich dem Mengenpaare
(M, N) ist [welcher nicht gleich dem Mengenpaare (M, 0) ist], gibt eine
unrichtige Behauptung iiber endliche Mengen.

Dass X == 1 und X =1, nicht ableitbar sind, folgt daraus, dass dasselbe
von X = 2 oder X’ = » und von X = 1, oder X’ = v, gilt.

Dieses zweite Beweisverfahren zeigt, dass die acht im Vorigen betrach-
teten aequivalenten Axiomensysteme einen 2™ X 2"-wertigen Aussagen-
kalkiil liefern (m und n natiirliche Zahlen), welchen wir als das Produkt
eines 2™-wertigen und eines 2"-wertigen Aussagenkalkiils auffassen
konnen; jeder dieser beiden letzten Kalkiile lasst sich durch die loc. cit. 4)
gegebenen Axiomensysteme fiir den erweiterten RUSSELL—WHITEHEAD-
schen Aussagenkalkiil charakterisieren.



