Mathematics. — Uitbreiding van enige identiteiten. II. By ]J. G. RUTGERS.
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN.)

(Communicated at the meeting of May 29, 1948.)

2. Voorts gaan we uit van de betrekkingen (41) en (41’), voor-
komende in I, nl.

k—
S,k (9=9% % L1+ xSourole) +x z( 2iz> Sirvzpe2(®). ()
l

en

Suapal=— (-2 S Lt 5

P=0

2k+1

o +1)s,_1,,,,,+,(x), . (10)

waarin S, «(x) = 3 (v+2n)* I, 1 20 (x) is.
n=0
We kunnen hieraan nog toevoegen:

St (%) = —(—2P% Tt (x) + xSomio(x) +

! o . (1)
+xplé:)< 2p1+2') Sv—1,2p,+2(x)
en
2k+1
Srzk+2(x)—”2k“7 v— l(x)+xp12—0<2pl_—il_—l> Svirzp1(x), . (12)

welke formules op overeenkomstige wijze zijn afgeleid als is aangegeven
in I § 5 bij de afleiding van soortgelijke formules voor S, 2k+2 (x).

Door nu met elkaar te combineren de betrekkingen (9) en (12), (11)
en (10), (9) en (10), (11) en (12), op de wijze als in het voorgaande is
uitgevoerd, vindt men de volgende algemene formules (v willekeurig):

k—r P —
S k41 (x)= Z' rx ( 2k ) bX <2p1+2r 1)”
72, 20\ 20, + 26 )20 \2py+ 201

55 ( sk ) (v 2602P2r Loy (%) + 2 Shazran0(x)} +

T =0\ 2p2r+1
Je2 (%) 2‘ & Iy+zr(x)k;§:;l <2p1 _,_2;,_,_2) pé}o (Z;iz:f{j) h
"pz,%;o ( 2;2::1-: 2) (20 1y = "
L () 800

P2r—1 <2P2r—l +1

20241 ) b= =222 Lo (3) 250 arso ()} —

P2r=0

(Zie volgende pagina)
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(5] S, 2 ) & (T
2 ) =0 p=0 \2p;+2r+2) =0 \2p,+2r+"

P2r 2p2r+2 )
.. —2r—3)2P2r 41+ —
pz,ﬂzo( 2pars +2 ) OTETI

k k— 1 s
_x ko Zr( 2k ) 3, <2p,—|—2r l)
2 r=0 =0 zpl +2r 2p2+2r—1

P2r-1 (2p3r1+1 ; ’
2% .pzrz;o ( 2po+1 ) §92P2r I,_y(x) + 2 Spi1,0(x)} —

k— k—r— N
—-z(gyz,.(x) 3 xtr z'( 2k ) > (2"‘+2’+1)...
r=0 =0 \2p;+2r+2/ p.=0 \2p,+2r+1

. . (13)
N P2 ( 2p2r+2 ) (v_1)2p2,+1+l —
p2r+l=0 2p2f+1 + 2

_x k k—r 2k b (2p,+2r—1
2 r§0 pEO <2p,+2r) p£0 (2P2+2r—1)”.
2r— 2P2r—l+1
,Z (2p2r+1
k— k—r— s
(g) (%) Z‘xz, 21< 2k ) 3 (2pn+2r+1>' .
=0 \2p,+2r+2/ p.=0 \2p,+2r+}1

"22;' ( 2par+2 )(v_1)2p2,+,+1‘
2P2r+l+2

) { —(v—2)2P2r I,y (x) + 2S,_1,0(x)} +

P2r1=0

Far— <2P2r—l+ 1

Hierin is, zo r=0 is, voor Y
P2r—0 2P2r+1

resp. v?P2r resp. (v—2)?P2r te nemen »** resp. (v—2)%,

> (v-+r)?P2r resp. (v—2r—2)%P2r

Op gelijke wijze komt men door combinatie van de betrekkingen (12)
en (9), (10) en (11), (12) en (11), (10) en (9) tot de volgende algemene
formules (v willekeurig):

k k—r \ v
s;,zk+2(x):2(£>2 % 2( 2k+1 ) % (2p1+2,)“
2) =0 p=o 2p;+2c+1 ) po=0\2p,+2r

ar (2pzr+1

“pare1=0\2p2r11+1

+3 2x2r1.+z, o) 3 (Y & 2P1+2"‘)..
=0 2pr+2f p.=0 2pr+2p—1/

P2r-1 2P2r—1+2

.“pz,.:o \ 2P2r+2

(Zie volgende pagina)
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(14)
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=2(3) 27 2 (yzer ) )
. .Pzrp+2 1r=0(2§22rr: j—l )!‘(”"2'_ 3)%P2r41 Li—ar—2(x)+28,-2r-20(x)}—
=5 Bt 5 () 2 Gortar )
SN Gy C i
=§ ,é:o e :,;:) (Zp?i—;rl—H) pE’ (iilizg (09
o (i o, B ()
{—(—1)2P2r+1L,(x)+2S, o(x) {] =
=5 27 2, (opraen) 2 (o)
T e e, (27
{(r—1)2P2r+1 I,_5(x)+ 2S5, 0(x)}]

Hierin is, zo r=0 is, voor
P2r—1 2p2,_1+2>
2 2[)2 +1
,,2,=o< 2prr 42 ) 2

resp. (v—2r—2)?P2rt! resp. v*P2rt! resp. (v—2)?P2rt! te nemen »Z+!

resp. (v—2)%+1,
In verband met de identiteit, geldig voor alle », waarvan de juistheid

o.a. door volledige inductie kan worden aangetoond:

3, (—1)p 1
o (s—p)! I'(s+p+»+ 1) (2s4+»)s! I'(s+»)’
kan men voor S, o (x) schrijven:
m x‘ 2m+2n+v
(s

S;,o(x) = ,,50 Lsan(x ) E {o m!F(m+2n+,,+1)
' (X 2s+v s (—-l)P _
= 2 (—1) (2) 220 s—p) I Ts+potl)
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Door nu in (13) te substitueren:

i 25+ Zs{1 (_1)p(2p+.‘,)2k+1
<2> p=0 (s—p)! I'(s+p+r+1)’

S;,2k+l (x)= 20:0 (—1)

s=0

X

<E>2r+l {(v420)2P2r Lyszr—y (x) + 280427 41,0 (x)§ =

=2 =20/ Tt

(—1p (f)m'
® 2 2 (s—2r)
v20)per — 2s—2r+v—1 %'

2s+v
2r+42 (__1)s (%)
x g &
(5) Tegar ‘)= szzzr‘{-l (s—2r—1)! I'(s+»)’

x 2r+1 ;
<_> {— (—20—2P2r Iy (%) & 2Ss_2r-1.0 (%)} =

2
. 1) (%>2s+v

2(s—2r+v—1) g
se0 8! I'(s—2r+v) ’

g {p=sde—2pior =t 2s—2r4v—1

2s+v
2r+2 ® (_l)s <%>
(§> Ir—2r—2 (x) = £° s!F(S—2r+V—-]) ’

X

2r+1
(5> §9202r I, (x) + 2S,41,0 (%)} =

1y f)“*’
(_1) 2 ( ) (2 31’2p2f— A—l)_;
s=r (s—0)! I'(s—r+») 2s—2r+v—1Y’

(x>2r+2 L)=— 1 ¥ - (%) -

2 ser41 (s—r—1)! ' (s—r+v)’

(%>2r+1 {—(—2)%2r I,y (x) 4+ 2S,-1,0 (x)} =

= 2037 (s—r+r—1)
=(— )sZr (s—0)/ T'(s— ,_!_V)% (v—2)2P +2$-—2r+v—l§'

- . (—l)s (;)2“1;
(7 J "t = Fl Py f P

/

2547
vindt men na gelijkstelling der coéfficienten van <—> in beide leden

2
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de algemene indentiteiten (v willekeurig):

(=1)P (2pt»)*H!

s
=z

p=0 (S—P)[

1 k 22r 2k

T(s+p+v+1)

_ £ kzr ( ) <2P1+2r— )
T I'(s+) r=0(s—21)! po \2p1+2r/ pzo\2p,+2r—1

P2r—1 (2P2r—l+l
o p2,=0 2P2r+l

1 kz—'l 22f+l k 21
I'(s+v) r=3(s—2r—1)! p=o (2p

P2r

P2r+1=0

2% 2k

1 k
=51 2

"22’,—1 (2P2r—l+1
2P2r+l

P2r=0

k—1 22r+l

1
=i
S »=0

P2r

P2r4+1=0

k (_l)r 22r 2k

[ —

2 (s 2r)

2k )Zﬂ, (2pl+2r+1).
1 +2r4+1) =0 \2p,+2041) 7
( 2P2r+2
2p2r41+2

) (v+2r41)2P2r11+1 =

s 1) A
=0 I'(s—2r+v) p=o \2p,4-2r) p=o 2p,+2r—1

2(s—2r4»—1) % .
25s—2r+v—1

__kzr,‘( 2k 2p1+21'+1
I'(s—2r4+v—1) p=o 2p,+2r+1> P, =0 (2p2+2!'+1> N

( 2pyr+2

r+i1

_k k-r( ) (2p.+2r— )
r=0 (s—r)! I'(s—r+») p—0 2p,+2r/ p=0 \2p,+2r—1

Prrv (2p, 1) 2(s—r) ;
'szr2=0<2Pzr+l )3”"'2s—2r+v—1 T
+k§ (—1)r 22r+1 kél( 2k ) 2p1+2r+l)“
r=o(s—r— 1)/ I'(s—r+%) p=o \ 2p,+2r+2/ p=0 \ 2p,+2r+1

P2r (
o 'P2r+l =0 2P2r+l+2

k(=)o 2k

2 2
p2r+ ) (v_1)2p2r+1+1 —

Z! kir ( <2pl+2r_
"= (s—o) I I'(s—r+9) p=o \ 2p,4-2r ) pmo0 \2py+2r—1) "

e <2pzr—x+1)
. P2r=0 2P2r+1
( 1)" 22r+1

k—vr—1
—o (s—o)! I (s—r+v—1) pé‘o (

-l-E

2(s—r+v—1)
25—2r4v— %-I—
\ & (291-I—2r+1)
)pFo 2p,+2c+1)

g—- (v—2)P2r +

2k
2p,+2r+2
2P2r‘|"2

(e
- —1)%P2r+1,
Pars1 \2P2r+112 .

- (15)

. (16)

. (17)

- (18)
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P2r—1 (2 +1
Hierin is, zo r=0is, voor 2 ( il
Pp2,=0 2P2r+l

resp. v*P2r resp. (v—2)?"2r te nemen »** resp. (v—2jk.

)(v+2r)2p2r resp. (v—2r—2)?P2r

Door in (14) te substitueren:

s+v S S "
S:-,2k+2 (x).._ (__l)s (_)2 > ( 1)p(2p+,,)2 +2

p=o (s—p)! I (s+-p+r+1)’

x22

(5> " 212 Ly (8) + 282030 ()} =

P f 2s+r
_ 2 (—1)(2>

2(s—2r—1)
= (s—2t—l)!['(s+v)§ R ati o P 1 £
2s+v
X\ 2 ® (=1 (%)
(3) =2 e e
x\2r+2 i
(7) {—(—20=3)2r+1 1, 2; 2 (x) + 25,27 2,0 (x)} =
25+
i § — l)s( ) —(v—2r—3)%2r+1 4 w
= &0 sIT (s—2c4v—1) = 25— 2r+v—2
s x 2s+v
oo (5
(7) b= 2 ST e—2r )
x 2r+2 ,
(7> {—(r—Lpp2rs1 I, (x) + 25, o)} =
25+v
o)
_ , o 2 2(S—I+V—1)
== s=2;+1 (s—e—1)! I (s—r+) g(v-l)zper T 2s—2r+v—2

. x 2s+v
X \2r+1 e (-1 (7>
(7) L (x)=(-1) 2 6— I (s—r37)

x

(_2_>2’+2 {r—=1)?P2rt1 ], 5(x) + 2S,0(x)} =

(_1 s <‘§)Zs+l
. 5 oy —1)2 2,+1_M
=D 2 (s—r)! I’(s—r—}—v——l)%(v W 2s—2r+v—24"

254v
"vindt men na gelijkstelling der coéfficienten van (%) in beide leden
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de volgende algemene identiteiten (v willekeurig):

257 (—1)?P(2p+v)?k+2
s=o(s—p)! I'(s+p+r+1) —

1 213 22r+1 k-r< 2k+1 >ZP; '2p,+2r\
T Tst) FSels—2—1)1 p=o 2p,+2r+1) p=0 (2p2+2r,
P2r 2p2r+1 )g (v 2(s—2r—1) $
e X = {redr -1 JPPerdt s g L
er%1=0 <2P2r+1 +1 ) 2s—2r+v—2 (19)
PR B S k—r<2k+1 ) & <2p1+2r—1> )
I(s+v) /=0 (s—21)! p=0\ 2p,+2r ) p=0 \2p, 4 2r—1) """
P2r—1 2P2r—l+2>
v+ 20ppart =
p2,=0 ( 2P2r‘|’2 ( )
Lz"v 22r+1 k—r( 2k+1 )é <2p1+2r)
s! ;=0 I'(s—2r+v—1) p=o 2p1+2r+1) p.=0 \2p,+2r o
2p2r+1 )3 (s—2r+»—2)
— (v—2r—3)%P2r+14 ———;—
p2’.+l_0<2 are1+ 1 ) 2s—2r+v—2 -
ﬁ 22r 2 <2k+1 & <2p1+2r—1 '
r=0 I'(s—2r+7) p;=0 \ 2p,+-2r ) p.=0 2p,+2r—1)
55 (2pzr-1 +2) (v—2r—2)%P2rt1 =
“.p2,=0 2P2r+2

k (—1)r22r k—r ( 2k+1 ) g, <2p, + 2r)
(S—F)!F(S-‘H"’) n=0\2p;42r4+1) p=0\2p, 4+ 2r o
2(s—r+v—1)

P2r—1 (2pyr—1+ . Par 2p2r+1
" - —1)P2ry —— (| —
(zpzr+2 )[ et 2e "pz,f=o(2pzr+1+1)§(” e 28—2r+v—2:|
B e V5 k—r( 2k+1 ) & (2p+ 2
r=o(s—r)! I'(s—r+7) p'=0\2p, 4+ 2r+1/ n=0 (2p2+2r)"’

Prro1 (2pay142 . e [ 2pa 41 )
— (v—2)2P2r+! 4 2 (s— —1 . (22
<szr+2>|: b2t ¥ 2emetr—l) X <2P2r+1+1 22

1t

P2r=0

P2,=0 P2r+1=0

2(s—r)
%(7—1)2p2r+1 == m ;]

P2r—1 (2p2r—1+2> (v + 2¢)2P2r +1 resp.

Hierin is, zo r=0 is, voor ¥
P2r=0 2par+2

(v—2r—2)?P2r*1 resp. ¥?P2r*! resp. (v—2)2P2r*! te nemen »2k+! resp. (v—2)%+1,
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2 (s—r)

. —_ . ’ZP - J— 2p s
Daar in (17) voor r=s geldt: »?P2r 52y =V terwijl
deze uitdrukking — 0 is voor r#* s en » =1, evenzo in (18) voor r—s

geldt: — (v—2)?P2r + ; gs_—zrr_—%;!:_ll) = 2—(v—2)?Pzr, terwijl deze uitdrukking

=0 is voor r*s en » =1, volgt uit (17) zowel als (18) voor »—=1:

p= O(S_P !(S‘f'P'i‘l) p.—O 2pi+2s 2p2—l—2s-—1 23)
pzsz;x <2pzs—1+1) S
” Pp2s=0 2pxs+1
Zo geldt in (22) voor r==s: (v—1)2P2r+1 — 2l = (v—1)%P2s+1
25s—2r+v—2 ’

terwijl deze uitdrukking = 0 is voor r #* s en » = 2. Derhalve volgt uit
(22) voor v =2:

S (WP2pt27 G a “;( 2%k+1 )g<2p1+2s>.
=0

p=o(s—p)!(s+p+2)! p=0\2p,+2s5+41/p.=0\2p,+2s o
. (29
pg ( 2p2s+1 >
a P2s+1=0 2P2$+1+1

Deze beide identiteiten stemmen overeen met die, welke vermeld zijn
in I onder (47) en (48).

Substitueren wij in (15) t/m (18), evenzo in (19) t/m (20) k=0, dan
vinden we (v willekeurig):

p=o (s—p)! I'(s+p+v+1)  (2s4+r+2)s! ['(s+¥)
en
S (1PRpb? =)
o = Mlstptr i) — @str—2)s! o) (26)
Onderstellen we k>0, dan volgt uit (18) voor » =2:
(_])p(2p+2)2k+1 . 2 N |
p=o0(s—p) ! (s+p+2)! (2s+1)(s!)?
o e i e 2k p (2p,42r41" 27
T2 41600 5 (2pl+2r+2> : <2pz+2r+2)"' +il)

2p2r+ >|: ; 2(s—r) P2r+1 (2P2r+1+1>%:|
o 142 2 ] — ———
P2r+1“ <2P2r+1+2 + (S t') P2r+l+ 25s—2r— lpz,.i—o 2[72r+2"+'l
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Evenzo volgt, zo k >0 is, uit (21) en (22) voor »=1:

14+4sk-+4s? kZ_,'l ( 2+ )

> P et p=0 \2p,+3) _

p=0 (s—p)! (s+p+1)! (25—1) (s!)?

4’(2—’1 (—1)r 22r k—r—l( 2k+1 ) P (2p,+2r+2)
TS {(s—e—1)1P? r%;o 2p,+2r+3) p2o \2p,+204+2) 77

Par+1 (2P2r+1+2

2(s—r—1) P2 (2P2r+2+1
2P2r+2+2

142 (s—r— —5—5—%
)[ +2(s—r 1)32[72r+2'*"1 28'—21'—3P2r+3=° 2p2r+3+1

P2r+2

In zekere zin zijn (27) en (28) tegenhangers van (23) en (24).

)

. (28)




