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§ 1. Introduction. 

1. 1. Concernant l'ordre de grandeur d'une suite de fonctions 
sommables, on a un théorème bien connu: 

Supposons que les lonctions FN(X) N = 1,2, ... appartiennent à la 
classe ]}> dans l'intervalle (0, I) et que 

(I) 

Si la lonction rp(N) > 0 est telle que 
00 

~ rp(N)-1 < 00, 
N-I 

alors 

(2) 

presque partout dans 0 < x < I. 
Nous allons démontrer ce théorème plus tard dans la forme d'un lemme 

(lemme I), qui joue un certain rale dans eet ordre d'idées. Montrons 
seulement que, dans un certain sens, on ne peut pas améliorer ce théorème. 

Soient CP(N) > 0 et rp(N) > 0 deux fonctions croissantes quelconques, 
00 

la deuxième choisie de telle façon que la série ~ rp(N)-1 diverge vers + 00. 
I 

Il existe alors une suite {F N(X)} telle que (I) est valable, mais (2) est 
en défaut pour chaque valeur de x. 

Pour construÏre une suite {F N(X)} jouissant la propriété énoncée, 
considérons les nombres 

N-I N 
aN = ~ rp (n)-l (mod I) et bN = ~ rp (n)-l (mod I) 

I I 
(0 < aN < I, 

o <bN < I). 

Si aN < bN, soit IN l'intervalle ouvert (aN' bN). Si au contraire aN > bN, 

désignons par IN la réunion des intervalles ouverts (0, bN) et (aN' I). La 
mesure de l'ensemble IN est en tout cas rp(N)-I. Donc si nous posons 

(3) 
dans IN' 

pour les autres valeurs de x, 
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00 

la relation (1) est valable. Mais nous avons supposé que L q;(N)-l diverge, 
1 

done d'après la définition de IN, un point x quelconque appartient à 
une infinité d'ensembles IN' e'est à dire FN(x) = (qJ(N) q;(N))l/P pour 
une infinité des valeurs de N. Done la relation (2) n'est pas valable pour 
la fonetion (3). 

D'autre part il existe des suites {F N(X)} satisfaisantes (1) dont l'ordre 
de grandeur est en réalité beaucoup plus petit que l'ordre donné par 
la formule (2) si l'on suppose que q;(N) > ° est croissante, telle que 

00 

L q;(N)-1 converge. Posons par example FN(x) = NI/P dans (0, 1), 
N - I 

nous pouvons ehoisir CP(N) = N. Le théorème précédent ne donne que 
des résultats moins forts que O(N2/P), quoique d'après la définition 
FN(x) = O(NI/P) pour tout x dans (0, 1). 

1. 2. Les remarques préeédentes no us amènent de poser la question 
suivante: Quelles sont les hypothèses naturelles, plus restrietives que (1), 
qui permettent de déterminer plus préeisement l'ordre de grandeur de 
la suite {F N(X)} ? 

On peut supposer par example, que l' estimation 

(4) 

M = 0, 1, ... ; N = 1, 2, ... est valable, et on cherche l'ordre de grandeur 
de FN(x). 

Dans eette direction pour Ie cas p = 2, CP(M, N) = N, M. H. RADE

MACH ER a démontré un résultat, qu'on peut énoncer eomme suit 1): 

Si la suite de fonctions F N(X) - F N-I (x) est une suite presque-01·tho
gonale dans (0, 1), alors 

(5) 

presque partout dans (0, 1). 
Paree que nous n'avons pas besoin de la notion d'une suite presque

orthogonale, nous renvoyons Ie lecteur pour les détails au mémoire de 
M. RADEMACHER 2). 

M. RADEMACHER a basé la démonstration de (5) sur un théorème eon
eernant les séries orthogonales (théorème de H. RADEMACHER 3) et 

1) H. RADEMACHER, Einige Sätze über Reihen von allgemeinen Orthogonal. 
funktionen, Math. Ann. 87, 112-138 (1922). 

lci on trouve 8ussi des renseignements sur la littérature antérieure. L'idée 
fondamentale de RADEMACHER avait été utilisée déjà dans des recherches de HOBSON 
et PLANCHEREL; il prend Bon origine dans un travail de WEYL. 

2) Voir 1). D'après Ie mémoire de M. RADEMACHER, la notion de la suite 
presque.orthogonale a été introduite probablement par I. SCHUR. Voir aussi Ie 
mémoire de MM. M. KAC, R. SALEM et A. ZYGMUND, A gap theorem. Trans. 
Amer. Math. Soc. 63, 235-243 (1948). 

3) Voir 1). 
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D. MENCHOFF 4)). On ne peut pas utiliser ce procédé pour Ie cas plus 
général, c'est à dire pour p> 2, CP(M, N) -=1= N. En utilisant certaines 
modifications nous allons démontrer un théorème général (§ 2, théorème 
1), qui renferme comme cas particulier Ie résultat de M. RADEMACHER 

(sans la condition que la suite soit presque-orthogonale) et quelques 
résultats précédents des auteurs 5) 6). 

Après la démonstration de notre théorème, nous discuterons les cas 
Bpéciaux qui ont une importance au point de vue des applications (§ 3, 
théorèmes 2-7). 

§ 2. Le théorème général. 

2. 1. Tout d'abord nous allonB donner quelques définitions. Il y a 
lieu de remarquer, en passant, que la fonction F(M, N; x) > ° de laqu
elle no us parlerons, n'est pas autre chose, que la généralisation de la 
fonction 

F(M, N; x)= IF;u+N (x)-F;u(x)l. 

L'inégalité (6) ci dessous, de la même façon, signifie la généralisation de 
l'inégalité du triangle 

1 F ;U+N (x) - F;u (x) 1 < 1 F;U+NI (x) - FM (x) 1 + 1 F M +N (x) - F .\l+NI (x) I· 

En général, dans les applications la fonction F N(X) n'est autre chose 
que la somme partielIe d'une série 

non nécessairement convergente. 

Définition. Soit S une partie mesurable d'un espace euclidien lieu 
de points x. Supposons que les fonctions F(M,N;x»O; XES; 
M = 0, 1, ... ; N = 0, 1, ... définies sur S, appartiennent à la classe ij, 
oU p ~ 1. Supposons enfin que F(M, 0; x) = ° pour M = 0,1, ... et que 

(6) F(M, N; x) < F(M, N'; x) + F(M + N', N-N' ; x) 

pour tout M = 0, 1, . .-. et pour tout couple (N, N') satisfaisant ° <N' < N. 
A partir de cette définition on peut démontrer Ie théorème général 

Buivant: 

Théorème 1. 
A. Supposons que pour tout couple M = 0, N = 2" (n = 1,2, ... ) et 

4) MENCHOFF, D., Sur les séries de fonctions orthogonales. Fund. Math. 4, 
82-105 (1923). 

5) GAL, I. S. et J. F. KOKSMA, Sur l'ordre de grandeur des fonctions sommables. 
C. R. Acad. Sci. Paris 227, 1321-1323 (1948). 

e) GAL, I. S., Sur l'ordre de grandeur des fonctions sommables. C. R. Acad. 
Sci. Paris 228, 636-638 (1949). 
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pour tout couple M, N avec M > 1, 0 < N < M - 1, M et N étant entiers 
non-negatils, 

(7) f F(M,N;x) 1J dx -::;C~(M,N) 
s 

ou ~(M, N) > 0 et ou C désigne une constante positive. 
B. Soit ,,(n, À) > 1; n = 1, 2, ... ; À = 1, 2, ... , n et soit cp(N) > 0 

une lonction non-décroissante, telle que 

C. Soit linalement 

(8) K (N) ~ ! ~~~~,::~m (I + ,t, x (' • .1)- '''' f' : si p= I; 

si p> I, 

01(, le maximum est pris par rapport à tous les v= 1,2, ... , [log Njlog 2]; 
N>2. 

Conclusion. 
F (0, N; x) = 0 ((K (N) cp (N»l/P) 

pour presque toutes les valeurs x ES. 
Si, par example, F(M, N; x) = I/M +l(X) + ... + IJl+N(X) I ou les 

fonctions IN(X) sont à p-ième puissance sommables, notre théorème donne 
une estimation pour la somme 

11 (x) + /2 (x) + ... + IN (x) 

qui est valable presque partout. 

2. 2. Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin de 
deux lemmes. L'un de ces lemmes n'est autre chose que Ie théorème 
du § 1. 

Lemme 1. Si les lonctions all(x) > 0; n = 1,2, ... sont intégrables 
au sens de Lebesgue dans S et si 

00 

2: fan (x) dx < CXl, 
ll ~ IS 

alors an(x) = 0(1) presque partout dans S. 
Démonstration. D'après un théorème connu de ABEL 7), il existe 

une suite de nombres croissants positifs, telle que 

et que 

(9) 

a (n) -+ CXl si n -+ 00 

00 

2: fa (n) a" (x) dx < CXl. 
.. - IS 

Soit E l'ensemble des points x ES pour lesquels lim sup a(n) a,,(x) > 1, 

7) Voir K. KNOPP, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin, 
302 (1931). 
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si n -+ 00. Désignons par f-l(E) la mesure de l'ensemble E. Définissons E" 
comme l'ensemble des points x pour lesquels 2a(n) a,,(x) > 1. 

Donnons no us maintenant un nombre e > 0 en avance. D'après (9) 
nous pouvons choisir no = no(e) de telle sorte que 

(10) 
00 e 
L J a(n) a,,(x) dx < -2. 

"-no 8 

Or, selon la définition des ensembles Eet E", nous avons E CE". + E"'+l + ... 
quelque soit no > 1 donc 

00 00 00 

f-l (E) ~ L f-l (E,,) < 2 L J a (n) a" (x) dx ~ 2 L J a (n) a" (x) dx. 
"-no ,,-,.. En ,,-n.8 

Par conséquent, vu (10), f-l(E) < e quelque soit e> o. Cela veut dire que 
f-l(E) = o. Ainsi, nous avons lim sup a(n) a,,(x) < 1 pour presque toutes 
les valeurs XE S. Mais, a(n) -+ 00, donc en effet, l'on a a,,(x) = 0(1). 

Pour compléter l'exposé vérifions en passant Ie théorème de § 1. Chois
sisons S - (0, 1) et an(x) = I Fn(x) lP (cp(n) IP(n))-l. Selon (1) nous avons 

J a" (x) dx = 0 (lP (n)-l) 
8 

00 

alors, d'après l'hypothèse L IP(n)-l < 00, on a 
1 

00 

L J a,,(x) dx < 00 • 
.. -18 

Or, nous pouvons utiliser Ie lemme 1, qui donne 

an (x) = I Fn (x) I" (CP (n) lP (n))-l = 0 (1), 

c'est à dire que F,,(x) = 0 (~(n) IP(n))l/p pour presque tout x, 0 ~ x ~ 1. 

2.3. Considérons maintenant Ie second lemme, qui est nécessaire 
pour la démonstration du théorème 1. Ce lemme contient la générali
sation d'une inégalité fondamentale de M. RADEMACHER. 8) 

Lemme 2. Supposons que p > 1 et ,,(n, l) ~ 1 pour n = 1, 2, ... ; 
l = 1, 2, ... ,n. Désignons par F(M, N; x) ~ 0; F(M, 0; x) = 0; 
M, N = 0, 1, ... une suite de lonctions de XE S pour lesquelles l'inégalité 
(6) est valable. Désignons de plus par K(N) (N > 2) la lonction délinie 
plus haut par (8). Posons pour n ~ 1: 

"2n-A_ 1 lip 

H (n, p; x) = (F (0, 2"; x)P + A~l X (n, ),)P /l~O F (2" + f-lA 2\ 2A-l; x)p) . 

Alors MUS avons 

F (0, N; x) < K (N)l/p H (n (N), p; x) 

pour tout x ES (N > 2), oU l'entier n = n(N) est délini par 2n
(N) < N < 2"(N) +1. 

8) Vair 1). 
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Démonstration. Soit N ~ 2 donné en avance. On peut écrire 

(11) N = 2n + E"-1 2"-1 + ... + El· 2 + Eo 

ou n = n(N) > 1 et Ei = 0, 1 pour i = 0, 1, ... , (n - 1). D'après (6), 
nous obtenons de proche en proche, que 

F(O, N; x) ~ F(O, 2n; x) + F(2n, En_12n-l+ ... + EO; x) ~ 

~ F(O, 2"; x) + F(2", E"_12n-l; x) + 

+ F(2n+ En_I2"-t, En- 2 2n-2+ ... + EO; x) < 

~ F(O, 2"; x) + F (2", E"-1 2n-l; x) + 
+ F (2n + E"-1 2"-\ En-2 2n-2; x) + 

+ F (2n+ En-l 2n- l + En-2 2"-2, En-3 2n- 3 + ... + EO; x) ~ 

~ F (0, 2"; x) + F (2", En- 1 2"-1; x) + 
,,-I 

+ L F(2n+ En_12n-l+ . . . + El. 2", EA_12A-l; x). 
A~1 

Soient maintenant 

(12) ft,,= ° et ftA= EA+ EHI2+ ... + En_12"-A-l pour Ä= I,2, ... ,(n-I). 

D'après l'inégalité précédente, nous obtenons 

" (13) F(O, N; x) < F(O, 2n; x) + L F(2n+ ftA 2", EA_12A-l; x). 
A- I 

Parce que nous avons supposé que F > ° et que F(M, 0; x) = 0, nous 
avons 

F(2"+ 11. 21.·" 21.-1. x) < F(2n+ 11 21. 21.-1. x) rA , <01.-1 ,= r-A,,· 

En vertu de (13) on a donc 
n 

(14a) F(O, N; x) < F(O, 2n; x) + L F(2n+ ftA 2",21.-1; x) 
A ~ 1 

pour tout N > 2, ou les valeurs 

(14b) 

sont définies par (11) et (12). 
Supposons maintenant que p = 1, par conséquent K(N) = 1. Vu (14 a) 

et ,,(n, Ä) ~ 1, nous avons 

" F(O, N; x) < F(O, 2"; x)+ L ,,(n, Ä) F(2"+ ftA 21.,21.-1; x), 
A-I 

alors d'après (14 b) 
n 2,,-1._1 

F(O,N;x) <F(0,2";x)+ L ,,(n,Ä) L F(2n+ftA2\2A-l;X)= 
A-I PA~O 

= H (n, 1; x) = K (N)1'v H (n (N), 1; x). 

Le lemme est ainsi démontré pour p = 1. 
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Si p> I, nous allons utiliser l'inégalité de HÖLDER 9) en forme 

(Ai > 0, Bi ~ 0). 

D'après l'inégalité (14 a), nous trouvons que 

Mais on a 
1'-1 

(I + At ,,(n, ).)-:'1) I' ( ( . _-L)_I)I/P 
< maximum 1 + L ,,(v,).) _1 

(v~n) A~ 1 

et done 

En effet, n = n(N) est telle que 2" < N < 2"+1, done Ie maximum est 
pris par rapport à tous les v = 1,2, ... , [log Nflog 2], e'est à dire pour 
les mêmes valeurs eomme dans (8). 

D'autre part en utilisant (14b), on obtient que 

Enfin, en eombinant les trois dernières inégalités, no us obtenons 

F (0, N; x) < K (N)1/p H(n(N), p; x). 

Ainsi Ie lemme est aussi démontré pour p > 1. 

2.4. Nous allons démontrer maintenant Ie théorème 1. D'après la 
définition de H(n, p; x) (Lemme 2), en utilisant l'hypothèse A no us 
obtenons que 

I H (n, p; x)p dx < C ~ cp (0, 2") + At" (n, ).)1' 2:~~1 cp (2" + /lA 2\ 2A-l) ~. 
Done, si nous posons 

nous avons 

9) Voir G. H. HARDY, J. E. LI'l'TLEWOOD et G. PÓLYA, Inequalities. Cambridge, 
24 (1934). 
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Ainsi, en utilisant l'hypothèse B l'on a 

00 

L f a" (x) dx < (X). 

1 S 

Or, d'après Ie lemme 1, on obtient 

a (x) = H (n, p; x)p = 0 (1) 
" (1' (2/1) 

presque partout dans S. 
Posons n = n(N), tel que 2" < N < 2"+1, alors il résulte que 

H(n(N), 1J; x) = o(cp(N))I!P 

pour presque tout x ES. Donc, en utilisant Ie résultat du lemme 2, nous 
avons en effet 

F (0, N; x) = 0 (K (N) cp (N))1/p 

presque partout dans S. Ainsi Ie théorème 1 est complètement démontré. 

§ 3. Les cas s]Jéciaux. 

3. 1. Dans ce chapitre nous allons considérer quelques cas spéciaux 
du théorème l. Nous avons seulement supposé que CP(M, J.V) est une 
fonction positive. l\'Iaintenant supposons que CP(M, N) = P(N) cp*(M, N), 
ou P(N)/N1 +"1; Y > 0, est une fonction non-décroissante, et cp*(M, N) > 0. 
C'est principale ment Ie cas rp* (M,N) > 1 qui nous interesse 10). Tout 
d'abord, pour Ie cas y = 0, on peut montrer Ie théorème suivant: 

Théorème 2. 
SU1J]Josons que (0 désignant une constante l)ositive) 

f F(M, N; x)Pdx < 0 P(N) cp*(M, N) (M;;::::: 0, N;:::::: 1) 
s 

ou P(N)/N est non-décroissante et cp*(M, N) 2': 1. Soit '1{J(N) > ° une 
jonction non-décroissante et telle que 

alors, s~ X(N) désigne une fonction non-décroissante et positive lelle que 
00 

L: (N X(N))-l < (X) , on a 
N~l 

F (0, N; x) = 0 (P (N) '1{J (N) X (N) (log NF'-I)llp 

presque partout dans S. 
Remarque. Parce que X(N) est non-décroissante les assertions 

L: (N X(N))-l < (X) et L: X(2,,)-1 < (X) 

(Kl (lil 

sant équivalentes. Notons encare une fois qu'il suffit avoir l'estimation 
O(P(N) rp*(M, N)) seulement pour les couples (0, 2") et (M, N) (M > 1, 
° <N::::::; M -1). 

10) Dans les théorèmes 2 -5 la Définition de § 2. 1 est sousentendue. 
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Démonstration. Posons dans Ie théorème 1 

cp (N) = 2 P (N) "P (N) X(N) et x (n, Ä) = 1. 

Si p> 1, nous avons 

(

V )"-1 K (N) = maximum 1 + ~ 1 = 0 (log N)rr-- , 
(2· ~Nl A-I 

(15) 

par eonséquent (15) est valable pour p ~ 1. 
Montrons que l'hypothèse B du théorème 1 est vérifiée. D'après la 

supposition on a 

pour Ä = 1, 2, ... n. Done vu x(n, Ä) = 1 on obtient 

00 ft 2n-A_l 

L (~(0,2n)+ L x(n,Ä)" L ~(2n+,uA2A,2A-l))cp(2n)-1 < 
n~1 A~I 1'.1-0 

00 n 2n-A_I 
< L (p(2n)~*(0,2n)+ L L P(2A)~*(2n+,uA2A,2A-I)) 

n~I A~I 1'.1-0 

00 

< L (X(2n))-1 < 00. 
n-I 

Maintenant toutes les hypothèses A, B, et G du théorème 1 sont satis
fa.ites. On peut done utiliser Ie théorème 1, et par (15): 

F(O, N; x) = 0 ((log N)_I P(N) "P (N) X(N) /''' 

presque partout. 

3. 2. Maintenant Ie théorème 2 étant établi, nous l'allons spéeialiser 
pour Ie cas ~*(M, N) = 1. Ainsi nous avons 

ft 2n-A_l 

= 1 + L L 2A
-n = n + 1 < 4 log 2n

• 
).~I 1'.1-0 

Par eonséquent on peut ehoisir "P(N) = 4 log N, X(N) = log1+< N et l'on 
obtient Ie résultat suivant: 

Théorème 3. 
Si 

f F(M, N; x)"dx= 0 (P(N)) 
s 

uniformement dans M = 0, 1, ... , ou P(N)jN est une fonction non-décrois

sante, alors pour tout e > ° on a 

F (0, N; x) = 0 (P (N) (log N)"+1+6)1/" 

presque partout dans S. 
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Finalement notons que dans Ie cas lP(N) = N, p = 2, ce théorème 
donne Ie résultat (5), c'est à di re l'estimation de M. RADE)IACHER. 11) 

3. 3. Considérons maintenant l'autre cas, c'est à dire Ie caR ou 
lP(N)jNl+Y est non-décroissante et y > O. 

Pour ce cas on peut démontrer Ie théorème suivant: 

Théorème 4: 
Supposons que 

.r F (M, N; x)" dx < C lP(N) q;*(M, N) (M > 0; N > 1), 
s 

ou C désigne une constante ]JOsitive et ou lP(N)jNl+Y est non-décroissante, 
y désignant une constante positire et :p*(M, N) > 1. Soit 1p(N) > 0 une 
fonction non-décroissante et telle que 

avec une valeur constante a> 0 et -< y, alors, si X(N) désigne une fonction 
positive, non-décroissante de N, telle que 2: (N X(N))-l < 00, on a 

( 17) F (0, N; x) = 0 (lP (N) 1p (N) X (N))l/" 

presque lJartout dans S. 
Démon stration. Pour obtenir ce résultat, nous allons prouver, 

ainsi que nous I'avons déjà fait, que l'hypothèse B du théorème 1 est 
satisfaite. Choissisons maintenant 

(18) 

et 

(19) 

fP (N) = lP (N) 1p (N) X (N) 

n-À -(Y-<J) 
x(n,Ä)= 2 IJ 

Par conséquent nous avons 

K (N) = maximum (I + ~ 2~~ 1Y-<J))"-1 < (1 + ~ (2-;=;t)lJ-I = 0 (1), 
12':;;;,1\') À 1 A-O 

pour p> 1. Ainsi K(N) = 0(1) pour P ~ 1. 
Or, considérons la série 

et montrons sa convergence. D'après (18) et (19) on obtient 

11) Voir aussi I. S. GÁL, A Theorem eoneerning diophantine approximations, 
Kw. Areh. Wisk. 23, 13-38 (1949). 

lei se trouve une démonstration d'un cas spéeial 'du théorème 3 avee 'l'(N) = 
N (log log N)2, qui utilise les mêmes idées que eeux du théorème 1. 
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Mais d'après l'hypothèse du théorème 4, on a 

'I' (2).-1) :::;: 2().-11) (1+1') 

'I' (2n) -

pour À = 1, 2, ... , n. Il suffit donc de montrer que la série 

converge. En effet 
n 2n-)._1 

(CP* (0, 2n) + L 2().-11)(1 +a) L CP* (2n + {l). 2\ 2).-1)) 1p (2n)-1 < 1, 
).~1 I').~o 

par conséquent l'hypothèse Best vérifiée. Or, en utilisant Ie théorème 1 
nous obtenons, d'après (18) et K(N) = 0(1), Ie résultat du théorème 4. 

3. 4. Considérons encore Ie cas particulier du théorème 4 pour lequel 
..p*(M, N) - 1. Il résulte que 

n 00 

= 1+ L 2().-n) a < 1+ L (2-a)A=c(a), 
).~1 A-O 

ou c(a) est indépendant de n. Ainsi nous pouvons choisir1p(N) = c(a) = 0(1), 
X(N) = (log N)l+e (e > 0), et nous ob ten ons Ie théorème suivant, qui a 
été annoncé dans Ie cas spécial 'l'(N) = Nk (k > 1) par l'un des auteurs 12). 

Théorème 5. 
Supposons que 

f F(M,N;x)Pdx=O('l'(N)) 
s 

unitormement dans M = 0, 1, ... , ou 'l'(N)jNl +1' (y> 0) est une tonction 
non-décroissante, alors 

F (0, N; x) = 0 ('l'(N) (log N)1+ep/p 

presque partout dans S, et pour tout e> 0. 

3.5. Nous voulons noter encore deux cas spéciaux, qui jouent un 
certain róle dans les applications. Au point de vue de ces applications 
nous allons considérer seulement Ie cas 

F (M, N; x) = 1/1>1+1 (x) + IM+2 (x) + ... + IM+N (x) I 
ou les fonctions I.(x) appartiennent à la classe L2. 

Tout d'abord un résultat, que M. ERDös et l'un des auteurs ont employé 
dans une autre publication. 13) 

12) Voir 6). 

13) ERDÖS, P. et J. F. KOKSMA, On the uniform distribution modulo 1 of 
sequences (f(n, b)). Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam 52, 299-302 
(1949). 
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f I IM+l (x) + 11IH2 (x) + ... + IM+N(X) 1
2 dx = 0 (N (log N)a) 

a 
(a > 0) 

unilormement dans ~f, alors lJOur tout E> 0: 

111 (x) + 12 (x) + ... + IN (x) I = 0 (N (log N)3+aH)'/., 

presque partout dans a < x < b. En effet, la fonction 1p(N)jN = (log N)G 
est non décroissante, donc d'après Ie théorème 3 on a 

(21 ) 

111 + 12 + ... + 111,1 = 0 (N loga N log3H N)'/. = 0 (N logH3H Nr/ •. 

Finalement voici un théorème, que M. SALEM et l'un des auteurs ont 
utilisé dans un autre travaiI 14). 

Théorème 7. Soit I,,(x) ELp (0, 1) (n = 1, 2, ... ) (1) > 1) une suite 
de lonctions pour laquelle 

1 M+N 
(20) f I L I,,(x) lP dx < C (M + N)P-<1 Na r;(N) 

o n~M+l 

ou C> 0 et a> 1 sont des constantes. La lonction r;(N) > 0 est non
croissante et L r;(N)fN < 00. Alors on a 

N 

.~~ ~ n~1 I,,(x) = 0 

presque partout dans (0, 1). 
Remarque: Nous pouvons supposer naturelle ment que (1 <) a < p, 

parce que pour a> 1) nous obtenons C(M + N)P-<1 Nar;(N) < CNPr;(N), 
donc on peut remplacer dans (20) a par la valeur p. De la même façon, 
on peut supposer que 'YJ(N) log2 Nest non-décroissante. 

Démonstration. Nous allons utiliser Ie théorème 4 en po sant 

M+N 

F (M, N; x) = I L I,,(x) I , 
a+1 

'P(N) = N--:i:" 
,,~M + I 

11-1 

~* (M, N) = (.Jf +N)l)-<1 N--:i:" 'YJ(N) , Y = ,,~l. 

Dans ce cas po UI' tout a (0 < a < t1~ 1) nous avons 

qJ*(0,2n)+ L 21!.-1l)I !+u) L qJ*(2"+,u!.2!·,2A- l) <: 
\ 

n 2"-A_l 

A-I ~A ~ O 

I' < 2"(P- a;l) 'YJ(2n) + i 2IÀ- n) 11+u) 2"1-1 (2"+ (!lÀ+ 1) 21.)1'-<1 2
1

<1-1)2

IA
-

I
) 'YJ (2 A- 1). 

A- I ~A ~ O 

H) KOKSlIlA, J. F. et R. RALElII, Uniform rlistribution and Lebesgue integration, 
Acta. Sci. l\1:ath. Szeged, 12B, 87 -96 (1950). 
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La fonction 'Yj(N) log2 Nest non-décroissante, par conséquant 
(a-I) (À-I) (a-I) n 

2 2 'Yj (2À-l) < 2-2 - 'Yj (2n) 

pour tout À .;;;;; n. D'après cette inégalité nous obtenons que Ie membre 
à droit de (21) 

ou la constante c> 0 ne dépend que de p, G et a. Ainsi (16) est valable 
a+I 

avec tp(N) = CN"--2-'Yj(N). 

Posons maintenant X(N) = 'Yj(N)-I dans Ie résultat (17) et no us obtenons 
ainsi, que 

(
a + 1 a + 1 )1/" 

F(O,N;x)=o(lJI(N) tp(N)X(N))l/"=o N-2 • N"-T 'Yj(N) 'Yj(N)-l = o(N) 

presque partout dans (0, 1). 

§ 4. Quelques remarques sur Ze théorème 1. 

4. 1. Dans ce dernier chapitre no us examinerons avec quel succès on 
peut appliquer Ie théorème 1 à des problèmes concrets. Finalement nous 
allons mentionner une possibilité naturelle de généralisation à laquelle 
nous reviendrons ailleurs. 

Nous avons remarqué dans (1. 1) que l'ordre de grandeur obtenu par 
Ie théorème qui y figure et l'ordre de grandeur effectif de F (0, N; x) 
peuvent différer beaucoup, à savoir par un facteur d'ordre Nl/". Il est 
facile de construire un example ou ce facteur est supérieur à une fonction 
~(N) arbitraire, donnée à l'avance. De ce point de vue notre théorème n'est 
pas meilleur. Soit en effet 

x = ~ (2n ~ (n)")1lp si 0 < x < 2-n
, 

In() ~ 0 si2-n<x::::;;l, 

ou ~(N) est une fonction croissante tendant vers l'infini. Il est évident 
que 11(X) + 12(X) + ... + IN(X) = 0(1); N --+ 00 pour 0 < x .;;;;; 1. D'autre 
part en vertu de la definition 

1 2-{M'+Nl 
J 1/,,1+1 + ... + IM'+NI"dx > J 2M+N ~(M+N)"dx > ~(N)", 
o 0 

donc Ie théorème 1 ne peut donner qu'un résultat moins fort que 
o [~(N) (log N)1/" J. 

Mais en comparaison avec Ie théorème qui figure dans (1. 1), Ie théorème 
1 est plus fort, car dans l'exemple précédent (1. 1) ne donne que l'estimation 
o [qJ(N) Nl/P). C'est d'ailleurs la situation générale: les résultats obtenus 
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à partir du théorème dans (1. 1) et ceux obtenus à partir du théorème 1 
diffèrent par un facteur NI/p (log N)-Ó (0 < !5 < 2). 

4. 2. Pour que Ie résultat obtenu à partir du théorème 1 approche 
bien l'ordre de grandeur effectif de F (0, N; x), il faut que eet ordre de 
grandeur soit atteint "assez uniformément" dans x ES. Pour certains 
problèmes ceci est satisfait, on peut montrer ce pendant un exemple très 
simple Olt ce n'est pas Ie cas: 

Soit 

I 
M+N I F(M, N; x) = 2: e:?'''ih''x, 
n~M+l 

Olt h (h = ± 1, ± 2, ... ) est un nombre fixe. Nous obtenons 

1 1 

J J (M+N ) (M+N ) F(M,N;x)2dx= 2: e""uI1I,x 2: e-~"illll,x dx=N. 
111 =- Jl + 1 ?l2=.M+l 

o 0 

En choisissant p = 2 dans Ie théorème 3, on obtient F(O, N; x) = 
= o(N Iog3+< N)'/' presque partout. D'autre part la sommation directe de 
F(O, N; x), en tant que progréssion géométrique, fournit Ie résultat connu 

F(O,N;x) < ISin!hxl =0(1) 

pour tout nombre irrationel x. 

4. 3. Nous voulons donner encore un exemple en connexion avec Ie 
théorème I concernant Ie cas q:J(M, N) = 1. Dans ce cas on pourrait pens er 
que F(O, N; x) = 0(1) et que Ie théorème I fournirait au moins Ie résultat 
F(O, N; x) = 0 (log N)2. La situation est cependant complètement dif
férente, comme Ie montre l'exemple suivant dû à M. P. ERDös: 

Soit p> I et posons 8n = 1 + ! + ... + l/n (n ;;;;. 1); a'lI = 8" - [8,,], 
bn = 8"+1 - [8,, + 1] pour n = 1,2, .... Si a" < b"" soit 111 l'intervalle 
a" <; x < bn • Si au contraire a,,, > b,,, désignons par 111 la réunion des 
intervalles 0 <; x < bil' a" <; x < 1. Ainsi tout x de (0, 1) appartient à 
une infinité d'ensembles 1". Définissons dans 0 <; x < 1 les fonctions 
I,,(x) de la manière suivante: 

11 (x) = 1 
~ (m + 1 )l/v dans lln, 

12m+l(x) = ( 0 pour les autres valeurs de x; 

et 

12m (x) = - 12m- 1 (x) 
pour 1n = I, 2, :3, .... 

1 

Ainsi nous avons f 1/,,(x)iP dx = 1 (n = 1, 2, ... ) et 
o 

F (M, N; x) = 17:~t:/" (x) I <; 1/.\1+1 (x) I + I l.l1+N (x) I· 
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Par conséquent d'après l'inégalité de HÖLDER nous obtenons 

donc 

D'autre part, on a pour Nimpair F(O, N; x) = fN(X) c'est à dire que 
pour tout x il y a une infinité de valeurs de N telles que 

(22) F(O, N; x) > 2--fJ Nl/P. 

En utilisant Ie théorème 2 avec 

'P(N) = N, qJ* (M, N) = eN-I, 'lp (N) = 0 (1) et X (N) = logl+' N 

on trouve que 
F(O, N, x) = 0 (N 10gPH N)I/P 

presque partout dans (0, 1). Cette estimation sans connaître l'inégalité 
(22) pourrait sembler être un mauvais résultat. 

4. 4. Il Y a naturellement des cas ou Ie théorème 1 donne des bomes 
de l'ordre O(log N)6 (0 .;;;;; (I) pour la function F(O, N; x). Tel est Ie cas 
classique de MENCHOFF-RADEMACHER, ou 

Pour mentionner un autre cas, soit par exemple 

ou 

1 

f F(M, N; X)2 dx < qJ(M, N) 
o 

~ 
e pour M = 0, N;;;. 1 

qJ(M,N) < 
- elM pour M ;;;. 1, 1 .;;;;; N < M. 

Dans ce cas on peut utiliser Ie théorème 1 avec 

,,(n,À.)= 1, K(N)=O(logN) et !p(N)=(logN)lH. 

Montrons que Best valable. En effet 

c ""I c "" 1 n 
.;;;;; (log 2)IH L nIH + (log 2)lH L nIH ,L 2-

À < 00. 
n-l n=1 .. ~1 

Donc on a presque partout F(O, N; x) = 0 (log2+'N). 
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4. 5. Dans notre note 5) nous avons annoncé Ie théorème 1 dans une 
forme plus générale mais plus compliquée. Au lieu d'un développement 
dyadique nous avons utilisé un dévéloppement analogue en remplaçant 
la fonction 2" une fois par une fonction croissante Q(n) et l'autre fois 
par une pareille fonction '!jJ(n). Parce que nous n'avons pas rencontré un 
exemple ou l'introduction des développements nommés est absolument 
nécessaire, nous avons préféré de ne pas compliquer l'exposé et no us 
avons décidé de publier ici Ie théorème dans la forme du théorème 1 ci 
dessus. IS) 

Au lieu de cette généralisation il est beaucoup plus intéressant de 
considérer la forme à "plusieurs paramètres" du théorème: au lieu de la 
suite /,,(x) on considère /n .. n.(x) (nI> n 2 = 1,2, ... ) et la somme 

L'étude même n'apporte au cu ne nouvelle difficulté, il faut seulement 
utiliser l'inégalité de HÖLDER deux fois de suite. On peut envisager plus 
généralement certaines fonctions F(MI , NI' ... , JIII", NI;; x). Une classe 
de ces fonctions fournit des renseignements sur la discrépance de la répar
tition modulo 1. Nous reviendrons cependant à ce problème à un autre 
endroit. 

15) La dernière formule à page 1322 de la Dote 5) il faut lire comme suit: 

21 

KAt TA 

KA corresp. à K 

( 
~ (0, Ijl (k) +KA)l!P <p (lJl (k) +KA) jll-l . 
~ (0, IjI(k) +K)1/P<p ('l'(k)+K) 


