
MATHEMATICS 

REMARQUES SUR LES MÉTRIQUES NON-ARCHIMÉDIENNES. II 

PAR 

A. F. MONNA 

(Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE at the meeting of April 29, 1950) 

Théorème 11. Un espace uniforme muni d'une structure uniforme 
non-archimédienne et de la topologie déduite de cette structure est 
O-dimensionnel. 

Démonstration. Soit F Ie système des entourages définiant la 
strueture uniforme de l'espaee E; par hypothèse ces ensembles sont 
symétriques et ouverts (dans E X E)~ Soit a E E et eonsidérons un 
entourage U E F. Alors U(a) est un voisinage ouvert de a; bE U(a) 
si (a, b) E U. Nous allons montrer que U(a) est aussi fermé. Soit done 
x =F- a un point d'aeeumulation de U(a). En vertu des suppositions 
eoneernant E il existe un voisinage w de x ne contenant pas a; w contient 
des points de U(a). Puisque Ie système des voisinages, déduit de F est 
complet, il existe un V E F tel que 

V(x) C w. 

V(x) contient des points de U(a) et a n'appartient pas à V(x). En 
vertu de la deuxième condition imposée à F il existe un W E F tel que 

WC Un V. 
Done WC V et 

W(x) C V(x). 
Montrons qu'on a 

W(x) C U(a). 

W(x) contient des points de U(a); soit b E E un point eommun de 
ces voisinages. Done 

(x, b) E W, (a, b) E U. 

Par suite et puisque les entourages sont symétriques 

(x, a) E U W~ 

Soit alors y E W(x) done (x, y) E W. Il s'ensuit 

(a, y) E U W W = uwe uwe U C U, 
done 

Y E U(a) 
On a done 

W(x) C U(a) 

de sorte que x est un point intérieur de U(a) et appartient done à U(a). 
Par suite U(a) est fermé. Chaque point de E a done des voisinages 
arbitrairement petit ouvert et fermé de sorte que Eest O-dimensionnel. 
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On 'Sait que chaque espace uniforme est complètement régulier. Cette 
propriété est presque triviale si la structure uniforme est non-archimé
dienne, ce qui implique, d'après Ie théorème précédent, que l'espace 
est O-dimensionnel. Soit en effet Xo un point et U(xo) un voisinage de xo, 

que no us pouvons supposer ouvert et fermé puisque l'espace est O-dimen
sionnel. Le complément C U(xo) de U(xo) par rapport à l'espace est alors 
aussi ouvert et fermé. La fonction f(x), étant 0 si XE U(xo) et 1 si 
XE C U(xo) est évidemment continue, d'ou il résulte que l'espace est 
complètement régulier. Remarquons qu'on n'a pas utilisé l'uniformité de 
l'espace; Ie raisonnement s'applique dans chaque espace O-dimensionnel. 
Faisons encore la remarque suivante, essen tiel pour tout ce qui suit. 
La fonction continue, indiquée ci-dessus, ne prend que les valeurs 0 et l. 
Elle peut donc être considérée comme une fonction continue, prenant 
ses valeurs dans un corps K muni d'une valuation non-archimédienne, 
donc dans un espace muni d'une métrique non-archimédienne. On peut 
donc dire: sur chaque espace O-dimensionnel il existent des fonctions 
continues, non partout constante, prenant ses valeurs dans un corps K 
muni d'une valuation non-archimédienne. C'est une propriété remarquable: 
puisque l'image continue d'un esp ace connexe est connexe, eUe n'est 
pas vraie par exemple dans les espaces connexes, tout corps valué de 
façon non-archimédienne étant totalement discontinu. 13) 

En ce qui concerne la structure des espaces uniformes munis d'une 
structure non-archimédienne on a Ie théorème suivant, modification 
d'un théorème connu. 14) 

Théorème 12. Soit E un espace uniforme et supposons que la 
structure uniforme, déterminée par le système des entourages 'F, est non
archimédienne. Alors Eest isomorphe (au sens de la structure uniforme) 
et donc homéomorphe à un sous-ensemble d'un produit d'espaces métriques, 
la métrique dans chacuns de ces espaces étant non-archimédienne. 

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de M. 
A. WEIL, qui, cependant, ne suppose pas que la structure est non
archimédienne et qui par suite ne peut tirer aucune conclusion concernant 
Ie caractère de la métrique des espaces métriques. Cependant il est utile 
de reprendre la démonstration. 

D'abord il faut modifier la. définition de la fonction continue sur E, 
ne prenant que les valeurs 0 et 1, indiquée ci-dessus. Soit U un entourage 
de la diagonale D dans E2. Définions comme il suit une fonction F(x, y) 
sur E2 

F(x, y) = 0 si (x, y) E U ~ 

F(x, y) = 1 si (x, y) ECU ~ 

13) lIs existent des espaces totalement discontinu avec dimension > o. La. 
question s'i! est permis de remplacer ici les mots "espaces connexes" par: espa.ces 
avec dimension > 0, reste ouverte. 

14) Voir WEIL l.c. 10, p. 15. 
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Cette fonction est une fonction uniformément continue de (x, y) 
dans E2. Soit pour cela (x, y) un point de E2 et supposons (x, y) E U. 
Considérons un point (z, u) E E2 tel que (x, z) E U, (y, u) E U, de sorte 
que z appartient au voisinage U(x) de x et u au voisinage U(y) de y. 

2 
D'après la définition de U, les entourages étant supposés symétriques, 

les relations (x, y) E U et (x, z) E U entraÎnent (y, z) E U C U. Ensuite 
les relations (z, y) E U et (y, u) E U entraÎnent (z, u) E U. On en tire 
F(z, u) = 0, tandis que aussi F(x, y) = O. Un raisonnement analogue 
s'applique si (x, y) n'appartient pas à U. Il en résulte la continuité désirée. 

Nous considérons F(x, y) comme une fonction prenant ses valeurs 
dans un corps K muni d'une valuation non-archimédienne. 

Soit alors U;. un système d'entourages de D dans E2 tel que chaque 
entourage de D de la structure F contient un entourage appartenant 
au système des U;.. En général, ce système ne sera pas dénombrable; 
Ie cas ou l'on peut choisir les U;. tels que Ie système des U lest 
dénombrable, sera considéré plus tard. Pour chaque U;. construisons une 
fonction continue F;.(x, y) de la façon indiquée ci-dessus. Pos ons avec 
M. WEIL 

F;.(x, y) = g;~;' ) (y). 

Soit, pour chaque valeur de ;., G;. l'espace dont les points sont les 
fonctions continues bornées sur E, prenant ses valeurs dans Ie corps K. 
Ainsi que nous avons vu, ils existent de telles fonctions non partout 
constantes. Métrisons cet espace comme il suit: f et gappartenant à G;., 
la distance (j;.(f, g) de I et g sera la borne supérieure de 1 I(x) - g(x) 1 si x 
parcourt E, en désignant par If(x) 1 la valuation de l'élément f(x) de K. 
En formule 

(j;. (f, g) = fin sup 1 f (x) -g (x) I· 
:rE E 

Puisque la valuation de K est non-archimédienne, cette métrique est 
aussi non-archimédienne comme on voit aisément. Soit G Ie produit 
topologique des espaces G;. : 

Considérons l'application suivante T de E dans G. A tout point 
x de E faisons correspondre Ie point uniquement déterminé Tx de G 
do nt la projection sur G;. est égale à la fonction continue g;~;')(y), quel 
que soit ;.. 

La transformation Test biunivoque. Soit, pour cela, z 0:/= x. La structure 
uniforme étant supposée séparée (condition 1), l'espace satisfait à l'axiome 
de HAUSDORFF, de sorte qu'il existe un ;. tel que z n'appartient pas à 
U;.(x), donc tel que (x, z) n'est pas dans U;.. Il en résulte 

g;~À) (z) = F;. (x, z) = 1. 
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Puisque De UA' on a de plus q;~A)(Z) = o. On a done q;~A) =1= q;~A), de 
sorte que les images de x et z dans 8 sont distincts, d'ou la biunivoeité 
de la transformation. 

La transformation est uniformément bicontinue. En premier lieu il faut 
done montrer que, étant donné un entourage U de D dans E2, il existe 
un entourage tJ de la diagonale da.ns 82 tel que la relation (i,z) E tJ 
(i et z E 8) entraîne (x, z) E U, en désignant par i et z les images de 
x et z. Pour eela, soit;' tel que UA C U. La relation 

I f (y) - g (y) I < 1 

détermine un entourage dans 8. Pour les images des points de E on 
a dans eet entourage 

et done, puisque les fonetions ne prennent que les valeurs 0 et 1, 

Done pour y = z, 

FA (x, z) = 0 

et par suite, tenant eompte de la définition de FA, (x, z) E UA C U, ce 
qu'il fallait montrer. L'inverse, à savoir, étant donné un tJ il existe un 
U tel que (x, z) E U entraîne (i, z) E tJ, se démontre d'une f~çon analogue 
(voir WEIL, l.c., p. 15). Le théorème est ainsi démontré. 

Considérons maintenant Ie cas ou l'on peut ehoisir les UA tels que Ie 
système est dénombrable. L'espaee 8 du théorème préeédent est alors 
Ie produit topologique d'une infinité dénombrable d'espaees métriques, 
les métriques étant non-arehimédiennes. 

L'espaee 8 lui-même est alors un espace métrique et la métrique est 
non-arehimédienne. En effet, en désignant par <5. la métrique non
arehimédienne dans 8 i , l'espaee 8 est métrisé par 

.Il (f ) fi 1 Öi Ui, gil 
u ,g = n sup -2i 1 Ö. (f. .)' i + • ., g. 

si fi désigne la projection de f sur 8 i • On voit sans peine que eette 
métrique est non-arehimédienne. 

Un système dénombrable d'entourages UA existe eertainement si la 
strueture est définie par une métrique. On a done Ie théorème suivant: 

Théorème 13. Pour qu'un espace uniforme avec une structure nan
archimédienne 'F soit isomorphe (au sens de la structure uniforme) à un 
espace métrisé d'une façon non-archimédienne, il faut et il suffit que le 
système'F peut être défini au moyen d'une infinité dénombrable d'entourages 
UA. 
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En ce qui concerne l'existence d'une structure uniforme non-archimé
dienne dans un espace topologique on a Ie théorème suivant. Faisons 
d'abord une remarque. On sait que dans chaque espace complètement 
régulier on peut définir une structure uniforme compatible avec la 
topologie et cette structure est même uniquement déterminée si l'on 
impose à la structure une certaine condition (concernant la continuité 
uniforme de certaines fonctions continues). D'après ce qui précède tout 
espace de HAUSDORFF O-dimensionnel est complètement régulier (par 
rapport aux fonctions réelles et aussi par rapport aux fonctions prenant 
leurs valeurs dans un corps K muni d'une valuation non-archimédienne). 
Chaque espace DE HAUSDORFF O-dimensionnel peut donc recevoir une 
structure uniforme, et c'est donc Ie problème de rechercher si cette 
structure est non-archimédienne ou, au moins, peut être choisie ainsi. 
La réponse est affirmative. 15) 

Théorème 14. Dans chaque espace de HAUSDORFF O-dimensionnel on 
peut définir une structure uniforme non-archimédienne compatible avec la 
topologie donnéede l' espace. 

Démonstration. Considérons sur E2 toutes les fonctions continues 
réelles (/J (x, y) satisfaisant aux conditions 

1. (/J (x, x) = 0, 
2. (/J (x, y) = (/J (y, x), 
3. (/J (x, y) ~ max ((/J (x, z), (/J (y, z)). 
On ne suppose pas que (/J (x, y) =I=- 0 si x =I=- y. ns existent sur E2 de 

telles fonctions. 16) En effet, on en obtient une en posant 

'f(x) -f(y)' = (/J (x, y), 

ou f(x) est une fonction continue sur E prenant ses valeurs dans un 
corps donné K valué d'une façon non-archimédienne. Remarquons que 
dans cet exemple, en supposant qu'une structure uniforme est définie 
sur E au moyen des entourages U)., la fonction f(x) sera uniformément 
continue si, quel que soit E > 0, il existe un À. tel que (x, y) E U). entraîne 
(/J (x, y) < E. 

Définissons alors sur E, une structure uniforme comme il suit. On se 
donne un nombre fini de nombres réels ai> 0 et un nombre fini de 
fonctions (/Ji(X, y). Soit alors Va l'ensemble des points (x, y) de E2 
satisfaisant aux conditions 

15) WEIL l.c., p. 16. 
18) Une telle fonction est appelée un écart par N. BOURBAKI dans Ie livre 

Topologie générale, Act. Sci. et Ind. Paris, 1045 (1948). On y montre que chaque 
structure uniforme peut etre définie par une famille d'écarts. La démonstration 
présentée ici est analogue à celle de M. WEIL. L'inégalité, cependant, y est 
dans la forme habituelle (archimédienne). La fonction .6. e(x, y), introduite dans 
Ie § 1 de la partie I est un écart. 
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-1 2 
On voit qu'on a Va = Va. De plus on a Va C Va. En effet, soit 

Q 

(x, y) E Va~ Il existe donc z tel que (x, z) EVa, (Z, y) EVa' Donc 

CPi (x, Z) < ai , CPi (Z, y) < ai' 

Il s'ensuit 

CPi (x, y) < max (CPi (x, z), CPi (z, y)) < ai' 

donc (x, y) EVa, d'ou il résulte Va C Va. Les ensembles Va qu'on obtient 
en faisant varier les nombres ai et les fonctions CPi (x, y), toujours en 
nombre fini pour un même Va, constituent un système d'entourages 
d'une structure uniforme sur E. On voit que l'intersection de deux 
ensembles de ce système contient un ensemble du système, de sorte 
que les conditions 2, 3 et 4 sont vérifiées. Il ne reste donc que de montrer 
que la première condition est satisfaite. Soit, pour cela, x =I=- y. Il existe 
une fonction continue I, prenant ses valeurs dans Ie corps K, telle que 
I(x) = 0, I(y) = 1. En posant. 

cp (z, u) = I/(z) -f(u) I, 
l'inégalité cp (z, u) < I détermine un V ne contenant pas Ie point (x, y) 

puisque 
cp (x, y) = I/(x) - f(y) I = 1. 

Il s'ensuit que la diagonale est l'intersection de tous les Va. La 
structure ainsi définie est non-archimédienne. D'après la remarque 
précédente on voit que les fonctions continues I prenant ses valeurs 
dans K deviennent tous uniformément continues dans cette structure. 
Cette structure est même la moins fine rendant uniformément continues 
toutes ces fonctions. 17) Il résulte de ceci que la topologie To, déduite 
de cette structure, est équivalente à la structure donnée T de E. En 
effet, d'abord on voit que T est plus fine que To, puisque les fonctions 
I(x) sont tous continues dans T. Pour montrer que Test moins fine que 
To, soit Xo E E et soit W un voicinage de Xo dans la topologie T. Soit 
alors I(x) tel que f(xo) = 0 et I(x) = I si x E C W. En posant cp (x, y) = 
= If(x) -f(y) I, l'inégalité cp (x, y) < I détermine un entourage V de 
la structure construite ci-dessus et les points y tels que cp (xo, y) < 1 
composent un voisinage de Xo dans la topologie To• On a y E W, puisque 
cp (xo, y) = I si Y E C W. Les topologies sont donc bien équivalentes. 

Les théorèmes 13 et 14 permettent de résoudre Ie problème 2, § 1, 
dans un sens affirmatif pour les espaces qui n'admettent qu'une seule 
structure uniforme compatible avec la topologie, en particulier donc 
pour les espaces métriques compacts O-dimensionnels. Cependant, ceci 
n'a pas de valeur pour la résolution définitive du problème puisque, 
parmi les espaces métriques, les espaces compacts sont les seuls qui 

17) Voir BOURBAKI l.c. 16) p. 5. 
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admettent une structure uniforme unique. 18) La résolution résulte alors 
du théorème 6. 

Remarquons qu'il peut exister plusieurs structures uniformes distinctes 
non-archimédiennes compatibles avec une topologie donnée. 

Exemple. Soit E un espace infini discret. La topologie discrète 
peut se déduire des structures uniform es suivantes. 
a. la structure uniforme dont la diagonale est Ie seul entourage. 
b. la structure uniforme des partitions finies de E. C'est la borne 
supérieure des structures uniformes qu'on obtient en considérant toutes 
les partitions finies de E et les structures uniformes définies par ces 
partitions. 19) 

Ces structures sont non-archimédiennes; ils sont distinctes puisque 
Eest supposé infini. 

Est-il possible qu'une topologie donnée est compatible avec deux 
structures uniform es distinctes dont l'une est non-archimédienne et 
l'autre archimédienne? Un tel espace serait O-dimensionnel et non
compact. 

On sait que, pour qu'un espace topologique soit uniformisable et 
séparé il faut et il suffit que l'espace soit homéomorphe à un sous-espace 
d'un esp ace compact. Un esp ace uniforme peut donc être plongé topolo
giquement dans un espace compact. On peut encore dire qu'un tel 
esp ace peut être plongé dans un cube, en appelant un cube un esp ace 
topologique P, pro duit topologique d'une famille d'espaces topologiques 
identiques à un intervalle I fermé de nombres réels. 20) Si la structure 
de l'espace uniforme est non-archimédienne, on peut préciser ce résultat. 
Au lieu d'un cube, comme ci-dessus, on considère alors un produit 
topologique CA d'une famille d'espaces topologiques identiques à l'ensemble 
triadique C de CANTOR. En remarquant que ce dernier ensemble est 
compact on montre de façon analogue que tout espace uniforme à 
structure uniforme non-archimédienne, ou ce qui revient au meme d'après 
ce qui précède tout espace de HAUSDORFF O-dimensionnel, est homéomorphe 
à un sous-espace d'un tel "cube cantorien" . 21) 

18) R. Doss, On uniform spaces with a unique structure. Arner. J. Math. 71, 
19-23 (1949). 

19) BOURBAKI, Topologie générale, chap. 11, Act. Sci. et Ind. 858, 89 (1940). 
20) BOURBAKI, Topologie générale, chap. IX, Act. Sci. et Ind. 1045, 11 (1948). 
21) La démonstration modifiée n'est pas applicable si la structure uniforme 

n'est pas non·archimédienne, donc si la dimension est> O. C'est puisque, alors, 
on n'est pas sûr qu'ils existent des applications continues, non partout égales à. 
une constante, de l'espace en l'ensemble de Cantor, ce dernier étant totalement 
discontinu (comparer la note 13). Remarquons ici que les seuls sous·ensembles 
compacts et connexes de l'espace des nombres réels sont les intervalles fermés 
et bornés (BOURBAKI, Topologie générale, chap. IV, Act. Sci. et Ind. 916, 74 (1942)) 
et que tout ensemble compact, parfait, totalement discontinu dans cet espace est 
homéomorphe à I'ensemble de CANTOR (BOURBAKI, chap. IV, p. 140, et BOURBAKI. 
chap. VI, Act. Sci. et lncl. 1029, 33,). En considérant Ie cu be I À et Ie cube 
cantorien CA on a donc épuisé les cas possibles. 
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Remarque. Pour les espaces métriques on peut simplement mettre 
en relation la définition 4 avec l'axiome d'Archimède dans les groupes 
ordonnés. Si G est un groupe ordonné (écrit dans la forme multiplicative) 
on sait que eet axiome exprime que, étant donnés a et b dans G, il existe 
un nombre entier n tel que a" > b. 

Dans un espace métrique E, ne vérifiant pas la définition 4 en ce 
2 

sens qu'on a U::> U pour tout U, on a une pareille relation pour les 
entourages U. D'abord la métrique (b définiant les U , ne peut être non
archimédienne comme Ie montre Ie théorème 10. U étantl'entourage 
défini par la relation . 

(! (x, y) < a 

" Ie composé U est défini, comme on voit aisément en utilisant l'inégalité 
triangulaire dans sa forme habituelle, par la relation 

(! (x, y) < na 

V étant un autre entourage (! (x, y) < p, on peut choisir n tel que 
na> p, d'ou il résulte 

." 
U::> V 

On a donc Ie résultat: étant donnés deux entourages U et V, il existe 
un entier n tel que 

" U::> V. 

En prenant pour E un espace euclidien a une dimension on retrouve 
l'axiome d' Archimède dans forme géométrique bien connue. 

Tout ceci n'est plus vrai si la structure uniforme est non-archimédienne 
au sens de la définition 4; on en trouve une justification de la dénomination 
"non-archimédien" . 

lIl. Espaces topologiques. 

Dans chaque esp ace topologique dont la topologie peut se dédllire 
d'une métrique non-archimédienne il existe, comme il résulte du 
théorème 2, un système SE complet de voisinages U avec la proprièté 
suivante: U., et UI/ étant deux voisinages appartenant à SE on a une 
des relations suivantes qui s'excluent mutuellement 

U". UI/= 0, 

Uz::> UI/' 
U.,C UI/. 

On peut prendre cette propriété comme point de dépar~ de la 
définition d'une notion "non-archimédien" dans les espaces topologiques, 
non nécessairement métriques ou uniformes. Soit E un espace DE 

HAUSDORFF. 
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Définition 5. La topologie T de E s'appelle non-archimédienne s'il 
existe une base SE de T avec la propn'été suivante: U" et U1/ étant deux 
voisinages de SE on a une des relations 

U". U>; = 0, 

U", ~ Uu' 

U"CU1/' 

Cette not ion est bien topologiquement invariante. Si la topologie peut 
se déduire d'une métrique non-archimédienne, elle est non-archimédienne. 
Cependant une topologie non-archimédienne peut fort bien être compatible 
avec une métrique archimédienne; pour cela comparer la remarque 
précédent Ie théorème 11. 

Théorème. Tout espace DE HAUSDORFF dont la topologie est non
archimédienne est O-dimensionnel. 

Démonstration. On peut supposer que les voisinages constituant 
la base SE sont tous ouverts. Soit Ua E SE un voisinage de a E E et soit 
x un point d'accumulation de Ua; x*- a. Chaque voisinage de x contient 
des points de Ua. Soit w un voisinage de x ne contenant pas a. SE étant 
une base, w contient un voisinage U x E SE; U", contient des points de 
Ua et a n'appartient pas à U",. Il suit donc de la définition 5 qu'on a 
U", C Ua. Il s'ensuit x E Ua de sorte que Ua est fermé. Chaque point de 
E a donc des voisinages ouverts et fermés arbitraire ment petits et 
l'espace est donc O-dimensionnel 

Théorème 16. La topologie de chaque espace O-dimensionnel séparable 
est non-archimédienne. 

Démonstration. C'est une conséquence du théorème 6 et de la 
propriété qu'une topologie, déduite d'une métrique non-archimédienne 
est non-archimédienne. 

D'après ce qui précède la familIe des espaces O-dimensionnels est 
identique à celle des espaces dans lesquels on peut définir une structure 
uniforme non-archimédienne compatible avec la topologie. La chose est 
différente en partant de la définition 5: ils existent des espaces 
O-dimensionnels dont la topologie n'est pas non-archimédienne au sens de 
cette définition de sorte qu'un espace susceptible de recevoir une 
structure uniforme non-archimédienne peut avoir une topologie qui 
n'est pas non-archimédienne. La définition 5 définit donc une vraie 
sous-familIe de la familIe des espaces O-dimensionnels. Cette sous-familIe 
ne contient que des espaces non-séparables. 

Exemple. 22 ) Considérons un espace euclidien R 2 à deux dimensions 
(x, y). Soit dans Ie demi-plan x> 0 un ensemble G de points isolés tel 
que tous les points de l'intervalle y = 0, 0 < x <1 soient des points 

22) Je dois eet exemple à M. J. DE GROOT, qui a bien voulu m'autoriser de Ie 
publier iei. 

41 
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d'accumulations de C. Soit F l'espace qui se compose des points de C 
et des points Y = 0, 0 < x < 1. A partir de F nous construisons un 
nouvel espace E par la méthode d'identification. Les points de E seront 
a) les points de C et b) un point P obtenu par identification des points 
Y = 0, 0 < x < I en un seul point (à savoir Ie point P). La topologie 
de Eest fixée de la façon habituelle. Pour P on procède comme il suit. 
Pour chaque point Y = 0, 0 < x < I on construit dans R 2 (ou F) un 
voisinage. Les points de C qui appartiennent à un quelconque de ces 
voisinages constituent par définition un voisinage de P dans E. L'espace 
E ainsi défini est dénombrable et donc O-dimensionnel. Nous allons 
montrer d'abord que E n'a pas une base dénombrable dans P; il en 
résulte que E n'est pas métrisable. 

Supposons qu'il y a une base dénombrable dans P. D'après la con
struction, il correspond à cette base une suite dénombrable de voisinages 
6i dans F dont chacun est som me de voisinages des points Y = 0, 
o < x < I; on peut supposer 

6 1 :J 6 2 :J 63 :J .... 

Désignons par au Ie voisinage du point y = 0, x = Xi contribuant 
à la construction de 6i. Puisque les 6. constituent une base, on peut 
construire une suite Xl > X 2 > ... -+ 0 telle que 

au. O'ii = 0 (j *- i), 

au besoin en éliminant certains 6i (ce qui est permis). Choisissons pour 
i = I, 2, ... , un point Pi (Xi' Yi) appartenant à aH et à C tel que 

o < Yi < Yi-l , Yi -+ o. 
On a Pi E 6i et la suite {Pi} a 0 comme seul point d'accumulation, 

considéré dans F. Considérons alors la suite {Pi} dans E: on verra 
que P n'est pas point d'accumulation de cette suite (dont les points 
appartiennent à E). Il suffit de montrer qu'il existe un voisinage de P 
ne contenant aucun point Pi. Soient 

Wl un voisinage de X = Xl , Y = 0 ne contenant pas PI; Wl C all 

W2 un voisinage de X = X 2 ,y = 0 ne contenant pas P2 ; W2 C 0'22 

L'ensemble 6 * = EWi ne contient aucun point Pi. En ajoutant, au 
besoin, de voisinages convenablement choisis des points x, Y = 0 qui 
ne sont pas points intérieurs de l::,. *, on obtient dans F un voisinage 6, 
auquel correspond un voisinage de P dans E ne contenant aucun Pi. 

En désignant par E la suite des points Pi' on voit que l'ensemble 
U = 61 - Eest un voisinage de P (dans l'espace E). Il résulte de la 
construction de E que U ne contient aucun 6i' en contradiction avec 
l'hypothese que {6i} soit une base. On en tire que qu'il n'y a pas de 
base dénombrable dans P. 
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Supposons maintenant qu'il existe dans E une base non-archimédienne 
SE' donc une base telle que pour chaque couple de voisinages appartenant 
à cette base on sait que ou bien l'intersection de ces voisinages est vide 
ou bien un de ces voisinages contient l'autre. Puisque tous les voisinages 
de Pont ce point en commun, il existe donc en P une base monotone 
non-dénombrable 

Choisissons de nouveau, comme ci-dessus, une suite E ayant x = 0, 
y = 0 comme seul point d'accumulation. L.1 - Eest un voisinage de 
P et on arrive à une contradiction tout comme ci-dessus. 

IV. Existence de triples non-archimédiens dans les espaces métriques. 

Appelons non-archimédien un triple x, y, z de points d'un espace 
métrique si l'on a 

e (x, y) < max (e (x, z), e (y, z)) 

e (y, z) < max (e (x, y), e (x, z)) 

e (x, z) < max (e (x, y), e (y, z)). 

La définition 1 ex prime que la métrique eest non-archimédienne si 
l'espace, muni de cette métrique, ne contient que des triples non
archimédiens. 

Etant donné un espace métrique E à métrique e, la question se pose 
ce qu'on peut dire quant à l'existence de triples non-archimédiens (par 
rapport à e) dans cet espace, autrement dit de triangles ayant deux 
cötés égaux et la troisième cöté pas plus grande. 

Théorème 17. Dans chaque espace métrique séparable de dimension 
n > 2 il existe une infinité de tl'iples non-archimédiens. 

Démonstration. Choisissons xo et a> 0 tel que la frontière F du 
voisinage U: e (xo, x) < a soit de dimension n - 1, donc > 1. La 
frontière F étant fermé, d'après Ie théorème de CANTOR-BENDlXSON cet 
ensemble est la somme d'un ensemble parfait et d'un ensemble dénom
brabIe. Cet ensemble parfait ne peut être vide, puisqu'alors F était 
dénombrable et donc de dimension O. Soit y un point de cet ensemble 
parfait. y est point d'accumulation de F et il ex is te donc un point z de 
F tel que e (y, z) < a. Le triple xo, y, z est alors non-archimédien. En 
effet, on a e (xo, y) = e (xo, z) = a, e (y, z) < a. Le même raisonnement 
s'applique pour toute valeur b < a. Puisque la puissance de E ne dépasse 
pas celle du continu, il s'ensuit que la puissance de l'ensemble des triples 
non-archimédiens est égale à celle du continu. 

Toute autre est la situation dans les espaces séparables de dimension O. 
Il résulte de la démonstration du théorème 6 qu'on peut métriser ces 
espaces tel qu'il n'y a aucun triple non-archimédien, mais aussi de façon 
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que tous les triples sont non-archimédiens. Le second cas n'est possible 
que dans les espaces de dimension 0; Ie premier cas est impossible si la 
dimension est ::2: 2. 

Ils existent des espaces de dimension 1 qui puissent être métrisés 
de façon qu'il n'y a pas de triples non-archimédiens par rapport à cette 
métrique, comme on voit des exemples suivantes. 

1. Un espace euclidien à une dimension munie de la métrique 
habituelle e (x, y) = Ix - yl. Il est cependant aussi possible de métriser 
eet espace topologiquement équivalent tel qu'il y a des triples non
archimédiens. Par exemple par la métrique e (x, y) = I x-y I si I x-y I < 1 

et e (x, y) = 1 si I x - y I > 1. 
2. Toutes les courbes suffisamment régulières, à savoir ceux sur les 

quelles on peut définir la longueur des arcs. Parmi ces espaces mentionnons 
en particulier ceux qui se composent d'un nombre fini de courbes de ce 
genre n'ayant en commun deux à deux qu'un point fixe O. Remarquons 
que, afin d'obtenir la distance de deux points A et B de deux courbes 
différentes, il faut passer par O. 

3. Mentionnons enfin les espaces semicompact généralisés de MOORE
KLINE, introduit par M. J . DE GROOT 23). Ces espaces sont topologi
quement équivalent aux sous-ensembles de Rl. Ils puissent donc être 
métrisés tels qu'il n'y a pas de triples non-archimédiens. 

Dans tous ces exemples la métrique e, par rapport à laquelle il n'y 
a pas de triples non-archimédiens, satisfait à la relation 

e (x, y) = e (x, z) + e (y, z) 

si e (x, y) est la plus grande des trois distances mutuelles. Cette relation 
est plus forte que celle que doit vérifier une métrique pour qu'il n'y a 
pas de triples non-archimédiens. En effet, il suffit qu'on a la relation 
moins restrictive 

max (e (x, z), e (y, z)) < e (x, y) < e (x, z) + e (y, z). 

Cependant ils existent des esp aces métriques de dimension 1 tels que, 
en considérant toutes les métriques équivalentes sur un tel espace, il y 
a des triples non-archimédiens par rapport à chaque métrique. 

Exemple. Considérons dans l'espace euclidien R 2 les droites 

1 
Zn . .. y= -x(n= 1,2, ... ), 

n 

l ... y= 0, 

et soit E l'ensemble des points de ces droites vérifiant les relations 

x > 0 et x2 + y2 < 1. 

23) J. DE GROOT, Topoiogical characterization of all subsets of the real number 
system. Proc. Kon. Neder!. Akad. v. Wetensch. Amsterdam, sa, 876-884 (1947). 
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Soient (! une métrique arbitraire et U. un vOlsmage suffisamment 
petit de 0 (0, 0). La frontière de U. contient un point P" de chaque ln 
et un point P de l. Choisissons un Pi tel que 

(! (Pi' P) < e. 

Puisque 
(! (Pi' 0) = (! (P, 0) = e, 

Ie triple (Pi' P, 0) est non-archimédien. 24) 

On est donc conduit au problème suivant. 
Pro blème 4. On demande à caractériser les espaces métriques de 

dimension 1 ayant la propriété que, parmi le système de toutes les métriques 
équivalentes. il existe au moins une métrique, telle qu'il n'y a pas de triples 
non-archimédiens par rapport à cette métrique. 

Ce problème fait partie d'un programme, introduit par M. L. M. 
BLU:\IENTHAL, à savoir la recherche des propriétés topologiques qu'un 
espace doit posséder pourqu'il soit homéomorphe à un espace ayant 
des propriétés métriques données. Citons par exemple la propriété 
suivante de BLUMENTHAL 25): 

Un espace compact convexe métrique contenant au moins deux points 
est congruent à un segment de droite si et seulement si l'espace ne possède 
aucun triple équilatéral. 

Je veux remercier ici Prof. J. DE GROOT de quelques remarques qui 
m 'ont été très utiles. 

La Haye, le 8 mars 1950. 

24) Remarquons que la métrique, induite dans E par la mMrique euclidienne 
dans R2' n'est pas équivalente à la métrique dans E qu'on obtient en posant la 
distance du point Pi de l i au point Pi de li égale à la somme des distances 
euclidiennes de Pi et de Pi à 0, situation qui diffère donc de celle de l'exemple 
2 précédent ou on ne considère qu'un nombre fini de courbes. Si on définit quand 
même sur E la métrique par la seconde méthode, on ne peut plus plonger 
l'ensemble E dans R 2 puisqu'alors on n'a pas Z" -+ Z si n -+ 00. 

25) L.:\;1. BLl.:MENTHAL. New characterizations of segments and arcs. Proc. 
Nat. Acad. Sci. U.S.A. 29, 107 -109 (1943). 


