MATHEMATICS

FORMALISTISCHE BETRACHTUNGEN
UBER INTUITIONISTISCHE UND VERWANDTE
LOGISCHE SYSTEME III

VON
J. RIDDER

(Communicated by Prof. L. E. J. BRouwER at the meeting of April 29, 1950)
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Kalkiile im Sinne von GENTZEN fir
A,, A,, A] und 4,.

§ 17. In diesem Par. beschrinken wir uns auf die Betrachtung der
Aussagenlogik A4, (§ 1).

Definition. Eine Sequenz ;. A, ... A, - B (u eine ganze Zahl
= 1) ist eine andere Schreibweise des Satzes (...(((%;.p).As).A,). ..
...%A,) CB; insbes. ist » — B eine andere Schreibweise fiir das Theorem
v C B. 12)

Aus dieser Definition geht hervor, dasz hier, in Abweichung von
GENTZEN, loc. cit. 8), Antezedens ;. %U, ... A, und Sukzedens B beide
immer nicht leer sind.

Aus den Sidtzen 1, 2, 4—7, Einsetzungsregel E, Axiom 2° und die
Schemata 1%, 2f lassen sich die folgenden GENTZENschen Schluszschemata
ableiten:

,,Logistische

A—>B
DUA—>B’

D-D-A—>B
DA->B
(A darf fehlen)

A D-C-C>B
AEC-D-C—>B’
(A oder € oder beide diirfen fehlen)

A—> B B-C—>D
A-C—> D )
(€ darf fehlen)

Eine unmittelbare Folgerung von Axiom 1° und Einsetzungsregel £
ist das

Schema P. ©—> D (Ersetzung von ® durch eine willkiirlich ge-
wihlte Formel liefert einen Satz).

Das Schema 2? liefert das

Schema A,. Verdiinnung im Antezedens:

Schema A,. Zusammenziehung im Antezedens:

Schema A;. Vertauschung im Antezedens:

Schema A,. Schnitt:

D—>UA D> B

Schema UES. > (1.9

(,;Und”’-Einfiihrung im Sukzedens).
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Axiom 2°, Regel £ und die Schemata 17, 2° liefern das

Schema UFA. ——2>>8 _ 2220 4y4» Finfiihrung
(-8)-2>C (U-Y)-2>C im Antezedens).

(D darf fehlen)
Satz 6, Regel E, Schema 1 und Ersetzungsschema E, liefern:

A-B—> € 55 Feoyes B .
Schema FES. FENTIG) (,,Folge”-Einfiihrung im Sukzedens).

2~>% B-€>6C (,,Folge”-Einfithrung im
(ACB):D-E—>C Antezedens).
(€ darf fehlen)

Beweis. DC A und (B.G)CE; (Ax. 1°, Regeln E, E,, Satz 6, Sch. 1°)
[A(ACB)]CB; (22, E, 1%, 2°) [D.(ACB)]CB; (2% 14 E, 26) {[D.(A
C9¥)].CICE; D.(ACB).E—>C; (4;) (ACB).D.C—C.

Schema Q. A — v (Ersetzung von U durch eine willkiirlich gewihlte
Formel liefert einen Satz).

Dies ist eine Folge von Axiom 3° und Einsetzungsregel E.

In der affirmativen Aussagenlogik A, ldszt sich somit ein logistischer
oder L-Kalkil LG, einbetten, der: 1° Kalkilformeln gemdisz Regel E (erster
Teil) (§ 1) hat; 2° die Einsetzungsschemata P und @ besitzt ; 3° daneben
die Schluszschemata A,, A,, 4,, A,, UES, UEA, FES, FEA, wihrend :
4° der zweite Teil der Einsetzungsregel die Form erhilt: ,ldszt sich auf
Grund der eben genannten Schemata schreiben W — B, mit W und B Kalkiil-
formeln, und sind ® und € mittels Regel E (erster Teil) aus N bzw. B her-
vorgehende Kalkiilformeln, wobei sowohl in A wie in B vorkommende
gleichgestaltete Buchstaben in beiden nicht oder in beiden an allen Stellen
durch gleichgestaltete Kalkiilformeln ersetzt sind, so liszt sich auch schreiben
D—>E"; Theoreme dieses Kalkiils sind die ,,affirmativen” Sequenzen
»— .

Mit A,, A; und FES leitet man leicht in dem Kalkiil LG, folgendes
Schema ab:

Schema FEA.

A—> B .
y—> (ACB)’

mit UES folgt in LG, das Schema:

r—> A y—> B
v—> (A B)

§ 17%.  In der affirmativen Aussagenlogik A, (§ 3) ldszt sich ein L-
Kalkul LG, einbetten, welcher aus dem Kalkil LG, durch Hinzufiigung
nachfolgender Schemata OEA wund OES entsteht (Einsetzungsregel ent-
sprechend erweitert). 54)

5) Es laszt sich unschwer beweisen, dasz der Umfang von LG, sich nicht
éndert, wenn man die Schemata UEA und OEA durch die engeren Schemata
UEA' und OEA" (§§ 18, 18bis) ersetzt.
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AC—>D B-C—>D 55 SR s .
Schema OEA. 19 .65 D (,,Oder”’-Einfithrung im

(€ darf fehlen) dnteredens)s
C—>UA €C—> B 93 e s .
Schema OKES. CS (LD Gt MLy (,,Oder -Emfuhsrlllllilzgeér:ns)

§ 18. Dual gegeniiber § 17 steht:

In der verneinenden Aussagenlogik Aj liszt sich, mittels der Definition
,Bine Sequenz B — W;+ W+ ... + U, (u eine ganze Zahl = 1) ist
eine andere Schreibweise fiir den Satz B C (... (¥;+ %)+ A) +
+ ...+ %) [also B — A fir das (verneinende) Theorem B C 1]”, ein
logistischer oder L-Kalkul LG] einbetten, der: 1° Kalkilformeln gemdisz
Regel E* (erster Teil) (§ 2) hat; 2° die Einsetzungsschemata :

P.®D—>D; und:

R-2>%U
besitzt ; 3° daneben die folgenden Schluszschemata benutzt :

B—>A

A;. Verdiinnung im Sukzedens: m;

$>UAFD+ D
B->A+D
(A darf fehlen)

A;. Zusammenziehung im Sukzedens:

$>C+E+D+UA
B>C6+ DG+ A’
(A oder € oder beide diirfen fehlen)

A,;. Vertauschung im Sukzedens:

&, B BT8 B=E3B

(€ darf fehlen)

P>C+ A ’
ome, BB,
0BS’. _f;’f(‘;j‘_- - @f;f(;_f o5 (D darf fehlen)
FEA™. (((Ssgm?j; : ;
FEg:. 22D C=>C+B ¢ arf fehlen),

C—>C+ D+ (BCY)

wdhrend : 4° der 2weite Teil der Einsetzungsregel die Form erhdlt: | liszt
sich auf Qrund der eben genannten Schemata schreiben W — B, mit A und
B Kalkilformeln, und gehen D und € mittels Regel E° (erster Teil) in
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bekannter Weise aus W bzw. B hervor, so liszt sich auch schreiben D — €
Theoreme von LG; sind die , negierenden” Sequenzen ¥ — A.
In LG; lassen sich folgende Schemata ableiten:

B—-> A il A->21 B—>1
(BCA — 4 (B4 —>4

§ 18%s,  In der verneinenden Aussagenlogik A, (§ 4) ldszt sich ein
L-Kalkal LG, einbetten, welcher aus dem Kalkil LG; durch Hinzufilgung
nachfolgender Schemats UES" und UEA™ entsteht (Einsetzungsregel
entsprechend erweitert).

D>C4+UA D>CE4 B

Schema UES". PS> CT(®. M

(€ darf fehlen);

A—>C B—> €

Schema UEA". TG A BSC

Einbettung von , natiirlichen’’ Kalkiilen in LG,, LG,,

LG; und LG,.
§ 19. In diesem Par. beschrinken wir uns auf den Kalkiil LG, (§ 17).

[®] [€]

A B
T »_TN ..
Schema UE. @6 (,,Und”-Einfiihrung)

A B

b

D> €E—> B

i ei d hreibwei .
sei eine andere Schreibweise von 565 (1.9

UE ldszt sich in LG, mit A,, 4; und UES ableiten.

[D] (D]
Schema UB. Q[ISD;B Q[ISD]% (,,Und’’-Beseitigung)
A B

D—>(A-B) D—> (A B)
D> A D> B

sei eine andere Schreibweise von:

Beweis mit den Schemata P, 4,, 4,, A, und der Einsetzungsregel.

[D- ]
_ B
[D]
AC S

Schema FE. (,,Folge”-Einfiihrung)

DA—>B

sei eine andere Schreibweise von: 25 (ICH)”



791

Beweis mit FES und A4,.

(D] [€]

Schema FB. %;SB (,,Folge”’-Beseitigung)

B
D—A CE— (ACY)

sei eine andere Schreibweise von:
D-E—> B

Beweis mit den Schemata P, FEA, A,, A; und der Einsetzungsregel.
A,, A, und A, lassen sich schreiben:

[u] [P 2 U]

Schema B,. 8 Schema B,. _%
[D-U] [D-A]
B B
(A darf fehlen)
[A-D.CE.CE]
Schema B, ﬁ%@] (A oder € oder beide diirfen fehlen)
B

P2—>UA A>3

A, liefert das Schema: , welches sich schreiben ldszt:

D—> B
[(®] [¥]
B

Schema Sn. ———

[D]

B
Schlieszlich lassen sich die Schemata P und @ schreiben:

D A

Py [@ und Qo- [v]'

In dem logistischen Kalkiil LG, liszt sich somit ein natirlicher oder
N-Kalkul NG, einbetten, der: 1° Kalkiilformeln gemdisz Regel E (erster
Teil) (§ 1) hat; 2° die Einsetzungsschemata P, und Q, besitzt ; 3° daneben
die Schluszschemata B,, B,, B,, Sn, UE, UB, FE und FB, wihrend:
4° der zweite Teil der Einsetzungsregel denselben Wortlaut wie fir LG,

(U] (D]

hat, nur mit % und c Statt A—>PB bzw. D>E; ein am Ende einer

g
Schluszreihe auftretendes Schema [g] liefert die Sequenz (den Satz) B — Q;

Theoreme sind die , affirmativen” Sequenzen v — .

(]
Mit B, und FE leitet man in NG, ab: [%]——;
. v
ACH
bl ]
D
mit UE und B, folgt das Schema: al .

]
A-B
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"§ 19%¢.  In dem logistischen Kalkiil LG, (§ 17%%) ldszt sich ein N-
Kalkil NG, einbetten, welcher aus dem Kalkil NG, durch Hinzufiigung

nachfolgender Schemata OE wund OB entsteht (Einsetzungsregel ent-
sprechend erweitert).

[3] [2]
Schema OE. 3] i3] (,,Oder”’-Einfiihrung).
A+ B A4 B
gl[933] (€ -59[] [3- 3]
Schema OB. + %[SD ('@ - %]' ¢ (,,O0der”’-Beseitigung).
()

(€ oder & oder beide diirfen fehlen)

§ 20. Dual gegeniiber § 19 steht:

In Kalkil LG von § 18 liszt sich, mittels der Definition ‘“Ein Schema
[g] ist eine andere Schreibweise der Sequenz A — B [also [i[] fiir die
,,verneinende” Sequenz A — 1], ein natilrlicher oder N-Kalkil NG,

einbetten, der: 1° Kalkulformeln gemdisz Regel E* (erster Teil) (§ 2) hat;
2° die Einsetzungsschemaia :

Py [g]; und: R,. [;[]
besitzt ; 3° daneben die folgenden Schluszschemata benutzt :
(8] [B] (8]
. A « A+ D4 D . C4+C4 D+ U
B T [%B] B (8]
A+ D %A+ D C+D+E+ U
(A darf fehlen); (A oder € oder beide
diirfen fehlen);
Sn (siehe § 19);
(%1 [®B] [B+ %] B+ A
. D (] D D
OF". ———; OB'. ;
8+ % ° R (81
E+ D D D
[8] [ [(8CYu]
. A+ D . D (]
[8CuA° FB [%B] ’
D G+ D

wihrend : 4° der zweite Teil der Einsetzungsregel denselben Wortlaut wie

fir LG, hat, nur mit (2] und [®] statt A — B bzw. D—E; Theoreme von
B €

NG; sind die | negierenden” Sequenzen A — A.
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In NG; hat man die Schemata:

[2] [ [%]
AN und A A
[(BCA] [B+ %]
A A

§ 20%s,  In LG, (§ 18%%) ldszt sich ein N-Kalkil NG, einbetlen, welcher
aus dem Kalkiul NG, durch Hinzufiigung nachfolgender Schemata UE’
und UB’ entsteht (Einsetzungsregel entsprechend erweitert).

(2] (8]

D D
UB*. 5 TR

D D

[B-% [€] [€]
UB'. D QI[_({;]@ B+8 (€ oder ¥ oder beide diirfen fehlen).
§+CE+ D

Aequivalenz der Kalkiile 4; LG;, NG; und
4;, LG;, NG; (j=1, 2).
§ 21. Durch Umsetzung des am Ende einer Schluszreihe auftreten-
[B]
S

den Schemas in die Form P — L laszt sich in dem Kalkiil NG, fol-

gendes ableiten:
P, liefert: X C X (d.i. Axiom 1° von Kalkiil 4,).
P, und UB liefern: (X.Y)C X und (X.Y)CY (d.i. Ax. 2* von 4,).
@, liefert: X C» (d.i. Ax. 3°).

e . UCH BCE : 5
Sn liefert: —%ce (d.i. Schema 17).
g CCaA €C®
E C—_—— = i BY.
UE und B, liefern: CC . 9] (d.i. Schema 2%)
. [A-8]CE . .
FE 1 P A .
iefert ACTBC G (d.i. der erste Teil von Schema E;)
®y) ! e
9)
(FB) IS
(Bs) [QIL% oder QI—QIC%% (d.i. der zweite Teil
(.S 1 (%2 von Sch. E).

Da schlieszlich die Einsetzungsregel E (zweiter Teil) von § 1 auf in
NG, abgeleitete Sitze A ¢ B anwendbar ist, zeigt sich, dasz die Logik
4, im Kalkiil NG, eingebettet ist. Nach § 17 ist LG, in 4,, nach § 19
NG, in LG, eingebettet. Dies liefert:

Die Kalkile A,, LG, und NG, sind villig aequivalent.
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Man sieht leicht, dasz auch die Kalkiile A,, LG, und NG, aequivalent
sind (§§ 17%s, 19 3).

Die dualen Resultate sind:

Die verneinende Aussagenlogik A;, der Kalkil LG, und der Kalkiil
NG, sind aequivalent; ebenfalls aequivalent sind die Kalkile A, LG,
und NG.

Mit M und M’ aequivalente logistische und natiirliche
Kalkiile.

§ 22. Die im Kalkiil M neu hinzugekommenen Axiome 6* und 6#
(§ 5) ermoglichen die Ableitung folgender Schluszschemata fiir die in
§ 17 eingefiihrten Sequenzen:

A-B—> 12 B—> A

B> NEA. s>

Ableitung von NES: (U.B)CA; (Ey) BC(ACA); (6% E) (ACA)C
Ccou'; (1) BCUA.

Ableitung von NEA: BCU; (WA.B)C(WA.A); (6% E) (W.A)C4A;
(1%) (A'.8B) C A

LM sei ein mit NES und NEA erweiterter Kalkiil LG, (Einsetzungs-
regel entsprechend erweitert). Dann ist LM in M eingebettet.

NES.

§ 22bis, NES und NEA gestatten in LM fiir die in § 19 eingefiihrten

Schemata [;ﬁ] die Ableitung folgender Schluszschemata :
[%- B] (8] [B] (8]

A A A A A
NE. . NB. ——— ( , oder .
(8] (8] ( (8] >
o’ A A

Ableitung von NE: A.B— 1; (NES) B — A'.

Ableitung von NB: B> U; (NEA) W.B—>1; B> A und (Sch.
P) B —-%B; (UES) B> (UA.B); (44) B—> 4.

NM sei ein mit NE und NB erweiterter Kalkiill NG, (Einsetzungs-
regel entsprechend erweitert). Dann ist NM in LM eingebettet.

§ 22tr. In NM sind 6° und 6° ableitbar.
(P, X1 [XCa]
Ableitung von 6*: (FB) X et

[X(XCA)]
A

[XC4]
XI

(NE)
dh. (XCH)CX.

(P, By, By X:X1 [X-X]
Ableitung von 6f: (NB) X

X X7
A dh. (X.X')Ca
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Dies zeigt, dasz M in NM eingebettet ist. Somit:
Die Kalkile M, LM und NM sind aequivalent.

§ 23. Dual gegeniiber § 22 steht:
Ist LM" ein mit den Schemata

v—> B4+ A NES™ A—>B

NEA™. 5§ IS B W

erweiterter Kalkiill LG; (Einsetzungsregel entsprechend erweitert), so
ist LM™ in M eingebettet.

§ 23%. Ist NM" ein mit den Schemata

[—ﬂﬁ (2] %]

. B _ .80

S/ R T
B B

erweiterter Kalkiill NG, (Einsetzungsregel entsprechend erweitert), so
ist NM* in LM’ eingebeitet.
§ 23, Die Kalkule M*, LM* und NM* sind aequivalent.

Logistische und natiirliche Kalkiile aequivalent mit
I, K, I' oder K.

§ 24. Definitionen. LI sei ein Kalkiil LM, welcher das Schema R
(§ 18) erfiillt; LK sei ein Kalkiil LI, welcher das Schema

S. »—-> A+ A)
erfiillt.

Definitionen. NI sei ein Kalkil NM, welcher das Schema R,
(§ 20) erfiillt; NK sei ein Kalkiil NI, welcher das Schema

v

So. QIE}—]QI'
erfiillt.

Die Kalkiile I, LI und NI sind aequivalent ; ebenso die Kalkille K, LK
und NK. (Beweise evident).

§ 25. Definitionen. LI sei ein Kalkiil LM", welcher das Schema
Q (§ 17) erfiillt; LK" sei ein Kalkiil LI®, welcher das Schema

T. UA-A)—> 1
erfiillt.

Definitionen. NI® sei ein Kalkill NM*, welcher das Schema @,
(§ 19) erfiillt; NK* sei ein Kalkiill NI°, welcher das Schema

T,. [ '191]
erfiillt.

Die Kalkile I') LI und NI sind aequivalent; ebenso die Kalkiile
K, LK® und NK".
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Weitere Bemerkungen iiber die logistischen Kalkiile.

§ 26. a,. Mit Hilfe des Axiomensystems von Kalkiil 4, lassen sich

fir den mit A4, aequivalenten logistischen Kalkiill LG, nicht nur die in
§§ 17 und 17" gegebenen Schemata ableiten, sondern auszerdem die
Schemata Aj, A;, A;, A,%), UES" (verallgemeinert UES), OES® (ver-
allgemeinert OES) (§§ 18 und 18%), und das Schema:
D> (A+F) B-C— €
(ACWB)-D-C - (C+F)
die Schemata UEA und OEA haben schon ihre allgemeinere Form
(vergl. UEA® und OEA").

Die allgemeinere Form

L AB > (C+ D)

FES®. B—>[(ACE)+ D]
von FES gilt dagegen im Kalkil LG, nicht.

Denn sogar in der in § 7 betrachteten HEyTiNgschen Gruppe fiir den
intuitionistischen Aussagenkalkiil gilt FES° nicht; A=2, B=0,
C=1, D=2 liefern fiir (A-B)C (€4 D) den Wert 0, dagegen fiir
Bc(ACE)+ D] den Wert 2.

b,. Fiir den mit Kalkiil 4; aequivalenten logistischen Kalkiil LG; lassen
sich in A; nicht nur die in §§ 18 und 18%* gegebenen Schemata ableiten,
sondern auszerdem die Schemata A,, A4, A4, A,%), OEA (verallge-
meinert OEA°), UEA (verallgemeinert UEA") (§§ 17 und 17%¢), und
das Schema:

0o (A= E>C+ B

FES. (§-€C)>C+ D+ (BCY)
die Schemata OES" und UES" haben schon ihre allgemeinere Form
(vergl. OES und UES).

Die allgemeinere Form
oo (SD ° G) — B+ U

FHAT [D-(CCA)]—>B
von FEA™ gilt dagegen im Kalkil LG, nicht.

§ 27. a,. Fir den mit M aequivalenten Kalkil LM (§ 22) ist es nicht
moglich das Schluszschema NES zu erweitern zu:

°A.B—>C  560h)

B> (A + )’

FEA°. ) (verallgemeinert FEA);

(verallgemeinert FES™);

NES°.

85) Auch das 4, und 4, umfassende ,,Schnitt’’-Schema von Gentzen:
A—>(B+H) D-€E—>D
A-C— (B+ D)

%) Ableitung: {(A+ §F): (AC B): D-E]} C (distr.) [{A- (AT B): D-C} +
+{F (ACB)D:C}1; (B, 1*) [A-(ACB)]C B, also [A- (ACB)- D-E]1C
CB:-2-ECBECECE+F); [F-(ACB)-D-CICFC(C+ F); somit
{(A+F) - [(ACB)- D- €]} C(E€+ §), und umsomehr, wegen D C (A+ F),
{D[(ACYB)-D-C1}C(E+ F)oder [(AC B)- D-E]C (€ + F)-

bis)  Fs wird deutlich sein wie das Schema gelesen werden musz, falls € mit
A oder v zusammenfillt, um wirklich eine ,,Erweiterung” zu sein.
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und ebcenso ist es micht moglich das Schema NEA zu erweitern zu
B —> (A4 E) B6bis)

*A.B—>C °

Denn: 1° die unter a; betrachtete Gruppe liefert mit A =2, B=0,
€ =2 den Wert 0 fiir (A-B)C €, und den Wert 2 fiir B C (A + C);

2° die in § 5 am ersten betrachtete Gruppe, mit A= »= 0, liefert
mit A =0, B=0, €= 1 den Wert 0 fiir B C (A + €), und den Wert 1
fir (A'.B) CC.

Schlieszlich zeigt das Beispiel unter a,, dasz FES ebenfalls nicht in
seiner allgemeineren Form FES° in LM gilt.

b,. Fir den mit M' aequivalenten Kalkul LM" (§ 23) ist es micht
méglich das Schluszschema NEA™ zu erweitern zu
C—> B4 A 560k
(C-a)—>o’
und ebenso ist es micht moglich NES' zu erweitern zu
] (C-A)—>% s6bis) 57)

C>B+ U’
auch FEA™ gilt nicht in seiner allgemeineren Form FEA°°.

NEA°.

NEA°°.
NES°°

§ 28. a;. Fir den mit I aequivalenten Kalkal LI (§ 24) ist es nicht
moglich NES zu erweitern zu NES°; das folgt aus dem schon unter a,,
1° betrachteten Beispiel. Auch das unter a, angegebene allgemeinere Schema
FES° gilt nicht, wie aus dem dort betrachteten Beispiel folgt. Dagegen
laszt sich das Schema NEA erweitern zu NEA° (siehe a,).

Ableitung von NEA°: (A -B)CBC (A4 C), also (A'-B) C
C[UA-(A+ C)]; (distr.) (W-B)C[(A-AY+ (A'-C)]JC(6°) [A+E]C
C(5°) €, oder A'-B — €.

by. Fiir den mit I" aequivalenten Kalkill LI" (§ 25) ist es micht mdg-
lich NEA™ zu erweitern zu NEA°°57), oder FEA" 2u erweitern zu FEA®°;
dagegen liszt sich NES™ erweitern zu NES°°. 57)

§ 29. a,. In dem mit K aequivalenten Kalkil LK (§ 24) gelten alle
Schemata in erweiterer Form ; somit gelten FES° und NES°.

Ableitung von NES°: BC(3°) (B-»)C(7°) [B-(A' 4+ W]C(A' +
+B-A) C (A + C).

Bemerkung. In § 24 wurde ein Kalkiil LK charakterisiert als ein
Kalkiil LI, welcher das Schema 8 erfiillt. Dies lidszt sich dndern in: ein
Kalkil LK ist ein Kalkil LI, welcher NES° erfillt. Denn NES° liefert:

9% .
v—_'I;(;I?—_i_Q[%) oder v — (A + A').

Aus Fuszn. 54 geht hervor, dasz LI sich aufbauen liszt auf Einset-
zungsregel, Einsetzungsschemata P, @, R, die Schluszschemata A4,, 4,,

57)  Wir bemerken, dasz NEA° und NEA°°® aequivalent sind; ebenso NES® und
NES°°.
51
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A;, A, und die engeren Schluszschemata UES, UEA®, OES, OEA",
FES, FEA, NES, NEA; indert man NES in NES°, so entsteht ein
System, das LK charakterisiert. _

Ableitung von FES° (fir LK): [(E.-%A)+ A]C(5°) €, also (6°)
[(C.-AW)+ (A-A)]JCE, oder [(E+ A)-AICE oder (B, (€4 A')C
C[ACCE]. Dadurch: BC(3°) (B-»)C(7°) [B-(A+A)]C[(B-A)+
+ (B-A)CHE+ D)+ W]C[(ACE) + D].

by. In dem mit K aequivalenten Kalkil LK' (§ 25) gelten alle Sche-
mata in erweiterter Form ; somit gelten FEA°° und NEA°° = NEA°.

Bemerkung. Ein Kalkil LK ldszt sich somit auch charakterisieren
als ein Kalkal LI', welcher NEA® erfullt.

Logistische und natiirliche Kalkiile fiir die engeren
Pridikatenlogiken.

§ 30. Definition a. LP; sei ein Kalkiil LG, (§ 17), welcher die
Schemata AEA und AES erfiillt. %)
F(a)- A— B
A— F (a) (in A kommt a nicht vor)
A—> (x) F(z)
Die Kalkile P, (§ 15) und LP, sind aequivalent. %)
Definition a*. LP; sei ein Kalkiil LG, (§ 18), welcher die Schemata
EES und EEA erfiillt. %)
B —> A+ F(a)
" 8 — UL (Ex) F(z)
F(a) > A (in A komt a nicht vor)
(Bx) F(x) > A )
Die Kalkile P; (§ 15%%) und LPT sind aequivalent. 6°)
Definition b. LP, sei ein Kalkiil LG, (§ 17%¢), welcher die Schemata
AEA, AES, EES und EEA erfiillt. %)
Die Kalkile P, (§ 15) und LP, sind aequivalent.
Definition b°. LP; sei ein Kalkiill LG, (§ 18"*), welcher die vier
obigen Schemata erfiillt. 58)
Die Kalkile P, (§ 15*%) und LP, sind aequivalent.

AEA (A darf fehlen).

AES.

EES (A darf fehlen).

EEA.

58) Auszerdem soll die Einsetzungsregel fiir jeden Kalkiil in sinngemiiszer
Weise erweitert, und eine Umbenennungsregel fiir gebundene Variable hinzugefiigt
werden; wie dies jedesmal zu geschehen hat, geht aus der Lektiure von HILBERT-
ACKERMANN, loc. cit. 63), S. 54, 56 u. 57 leicht hervor.

. . F(a)—> B
59) Hier und im folgenden kann AEA iberall durch AEA*, ————
() F(x) >~ B
ersetzt werden.
B — F (a)

¥ Hier vnd im Mgewlen kans BER Whensll dumch BES*, o=y

ersetzt werden.
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Definitionen ¢, ¢'. LMP, LIP, LKP [LMP', LIP', LKP']
entstehen aus LM bzw. LI bzw. LK [aus LM  bzw. LI" bzw. LK"]
durch Hinzufiigung von AES, AEA, EES und EEA. %)

So entstehen folgende Paare von aequivalenten Kalkilen: MP und
LMP; IP und LIP; KP und LKP; MP" und LMP"; IP" und LIP';
KP* und LKP".

§ 31. Definition a,. NP, sei ein Kalkill NG; (§ 19), welcher die
Schemata AE und AB erfiillt. 38)

(x)[ﬁg(x) A IE?(Ia]) (A enthilt a nicht).
AB. —/——— E =
(%] (2]
F (a) (x) F(x)

Die Kalkile LP, (§ 30) und NP, sind aequivalent.
Definition b,. NP, seiein Kalkill NG, (§ 19*¢), welcher die Schemata
AE, AB, EE und EB erfiillt. 38)
9
15"(2) g L Ex)[m}p () [Féa)] (€ enthilt a nicht).
(%] | (%]
(Ex) F () ¢
Die Kalkile LP, (§ 30) und NP, sind aequivalent.
Definition ¢,, NMP, NIP und NKP entstehen aus NM bzw.
NI bzw. NK durch Hinzufiigung von AE, AB, EE und EB. %)
Die folgenden Paare sind Paare von aequivalenten Kalkillen: LM P
und NMP; LIP und NIP; LKP und NKP.51)

EE.

1) Die Einfithrung der zu den Kalkiilen von § 31 dualen fordert die Anwendung
von vier Schemata, bzw. dual zu AE, AB, EE und EB.



