MATHEMATICS

FORMALISTISCHE BETRACHTUNGEN UBER INTUITIONIS-
TISCHE UND VERWANDTE LOGISCHE SYSTEME. IV

VON

J. RIDDER

(Communicated by Prof. L. E. J. BRoUwWER at the meeting of Sept. 30, 1950)

Nihere Betrachtung des ‘“logistischen Kalkiils” LG,

§ 32. Das System von Regel und Schemata fiir LG, liszt folgende
Abinderungen zu (ohne dasz dabei die Klasse der (ableitbaren) Sequenzen
oder Sidtze sich dndert).

1°  Die Einsetzungsregel kann auf Einsetzungen in P oder @ beschrinkt
bleiben.

Denn jede von einer Einsetzung in P oder ) verschiedene Einsetzung
(etwa von M fir X) findet in einer Untersequenz U eines Ableitungs-
schemas A,—A4,, UES, UEA, FES oder FEA statt (U soll dabei in U*
tibergehen). Sie ist zu ersetzen durch eine Einsetzung in der Obersequenz O
oder den Obersequenzen O,, O, des Schemas (0, 0,, 0, mégen dabei bzw.
in O*, Of, O} iibergehen), wobei im Falle von 4, oder UEA auszerdem in
D bzw. B (A) vorkommende X durch M ersetzt werden sollen (D, B, A
mogen dabei dann bzw. in D*, B*, A* iibergehen); nun geht U* mittels
desselben Schemas, ev. unter Ersetzung von ®, B, A durch D*, B*, A*,
aus der abgeinderten Obersequenz O* oder den abgedinderten Oberse-
quenzen O}, O3 hervor.

In einer Ableitungsreihe konnen wir also die erste Anwendung einer
von einer Einsetzung in P oder @ verschiedenen Einsetzung nach oben
verschieben; dies braucht nur endlich viele Male wiederholt zu werden,
damit nur Einsetzungen in P oder @ iibrig bleiben. Man wiederholt das
Verfahren fiir eine ev. vorkommende zweite Anwendung der Einsetzungs-
regel, u.s.w. Schlieszlich sind dann alle Einsetzungen der Reihe in Ein-
setzungen in P oder @ verwandelt, wihrend doch die Endsequenz dieselbe
geblieben ist.

2° Ist etwa ® eine Abkiirzung von A-(B-C), ¥ von G- (H CJ), so
soll ® DA, nach Definition, eine Abkiirzung von

{A.(B-C)}-{4-(B-O)]{G- (HC)
sein. Mit P, UES, A,, 4, %) leitet man ab:
DD U {[{{A - (B-C)}- 4] - (B C)} - 6) - (HCI))

62) QOder mit den Sétzen 1—5.
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und ebenso, umgekehrt,
{4 - (B-O)} 4] (B )} - 6] - (HC)} > (D - D - ).

Allgemein folgt aus P, UES, 4,—A4,:
Ist D, ein Produkt (eine Konjunktion) von n, Faktoren (Kalkiilformeln)
Cp(p,=1,2,...,n), D, von n, Faktoren CF (p,=1,2,...,n,),..., D,

von n,, Faktoren G*™(p, =1,2,...,n,,), so liszt sich ableiten:

(@).. Dy Dyor. Dy (EL . B2 G . GL . GR... ER...GL . E2... G,
und

() ... GV . EB...EM... GD. G2... E" 5 (D, - Ds... D). )

Auszerdem behalten die Sequenzen («)| und (B) ihre Giiltigkeit, wenn
man (eins oder mehrere Male) ohne die Ordnung zu #ndern zwei oder
mehrere aufeinander folgende Faktoren G zu einer Formel zusammen-
faszt; ebenso wenn man die Ordnung der Faktoren ¥ willkiirlich éndert,
oder von Formeln E{ von gleicher Gestalt eine oder mehrere, doch nicht
alle, fortliszt.

Daraus folgt u.a., dasz der Umfang des Kalkiils LG, ungeéndert bleibt,
wenn wir von nun an das Schluszschema A, wie folgt lesen:

Schema A;. Vertauschung im Antezedens:

WUy Ay, » DG Gy« Gy 6, —> B
Uy Uy Uy G- D6y Cy... 6> B

(die %; und G; diirfen teilweise oder alle fehlen).

Mit Schema A; allein folgt nun aus Schema P und Einsetzungsregel,
dasz in jedem Produkt die Ordnung der Faktoren willkiirlich gedindert
werden darf, d.h. ist §;, 7%, ..., 4, eine Permutation von 1,2,3,...,n,
so gilt

@1'@2...@,,—)(®]‘1' @,’a...@jn) und C.Dj!'%jz...mi"%(@]_'@2...®”),
oder
D, Dy Dy=D,,+ Dy D, -

Die in Fuszn. 63 angegebene abgekiirzte Schreibweise lassen wir von nun
an nur fir Antezedentia von Sequenzen zu (siehe 4°).

8) D+ Dp... Y, ist dabei eine Abkiirzung von (...(((D;+ Dy) * Dj) * Dy)---) * D3
analog das Produkt der €% (j=1,..., m; p;=1, 2,..., n;). Ein Produkt
enthiilt mindestens einen Faktor. — Fiir die in § 32" folgenden Anwendungen ist
es wichtig zu bemerken, dasz, wihrend %, .%,...%, eine Abkiirzung fir eine
bestimmte Formel ist (bei gegebenen %), jedoch umgekehrt eine gegebene Formel
sich oft auf mehrere Weisen abkiirzen liszt; Beispiel: [{(Al- A,)- A,,} + 4,1 hat die
Abkiirzungen: A;« Ay« Ay Ay; (Ay+ Ag)+ Ay+ Ay {(Ay+ 45) - A3} - A, oder (A4,
+ A3) « A4, und sich selbst. Siehe die Verabredungen unter 4°, welche dazu dienen die
hierdurch entstehenden Schwierigkeiten zu entgehen.
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Mit dem neuen Schema A, beweist man leicht, dasz 4, sich in folgender
Weise erweitern ldszt:

Ape Ay... A, — B
DU Uy A, B

Schema A, Verdiinnung im Antezedens:

und dasz daneben A, die Erweiterung:

DT Uy, A, —> B

Schema A,. Zusammenziehung im Antezedens:
ma S g T TR

hat. Von nun an wollen wir die Schemata A, und A, in der eben gegebenen
Form lesen.
Das Schema A4, fiihrt ebenso zu folgenden Erweiterungen:
Schema UEA, — %20 D6 0 82D 2 >C
(U-B)-D;-D,...0,>C (A-B)-2,-D,...0,—>C
(die ®; diirfen fehlen);

und:
AP+ B,...8,>C
By V... B, —> (ACC)’

Schema FES.

auch:

D Dp... D> A V.6:6,...C,—>C

(ACY) + Dy Dy... R, €+ C,... 6, = C
(die ; diirfen fehlen).

Schema FEA.

Von nun an wollen wir UEA, FES und FEA in dieser Form lesen.

In UES lassen wir abgekiirzte Formen fir das Antezedens zu. In P und
Q sollen ® und N 1mmer in nicht-abgekiirzter Form gemeint sein. Aus 4° geht
hervor, dasz nachherige Uberfiihrung der Antezedentia in abgekiirzte
Formen moglich ist.

3°  Das Schluszschema A, liszt sich durch folgendes Mischungsschema M
ersetzen:

Schema M. Mischung: A=Y €7

A C*—

[€ ein Produkt ®;:®D,...D, (» = 1), in welchem mindestens einer der
Faktoren ®; ein B ist; A.GE* entsteht aus € durch Fortlassung aller 9;
mit der Gestalt B, und Voranstellung der Faktoren von ¥ in der Ordnung,

in welcher sie in 9 auftreten]. 64)
B wollen wir die Mischformel nennen.
M folgt aus 4,. Denn nach A; (wie unter 2°) und A4, ist:

B (>

84) Eine iiberstrichene deutsche Buchstabe wird als Produkt von Kalkiil-
formeln aufgefaszt, deren Anzahl auch 1 sein darf; sie deutet somit eine Abkiirzung an.
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(€* aus € hervorgehend durch Fortlassung aller D, mit der Gestalt %B).
Anwendung von A4, liefert:

(A)- (C*)—>D,

woraus mit 4, (unter 2°) die Untersequenz von M folgt.

Umgekehrt lidszt sich jede Anwendung von 4, auf Anwendung von M
zuriickfiihren.

'4° Dasz eine Obersequenz B— B eines Schluszschemas, wobei das
Antezedens eine abgekiirzte Formel (eine Konjunktion) mit = (= 2)
Faktoren, sich auf mehrere Weisen auffassen liszt (siehe die Definitionen
in § 17 u. Fuszn. 63), verursacht dasz die Untersequenz oft mehrere
Formen haben kann. Um dies von nun an zu vermeiden denken wir uns
die Faktorzerlegung eines derartigen Antezedens immer unzweideutig be-
stimmt ; Ubergang zu weiteren Faktorzerlegungen soll nur mittels der Schemata
(in der unter 2° u. 3° angegebenen Form) zugelassen sein. Diese geniigen
dazu; denn mit ihnen sind folgende Schemata ableitbar: 64bs)

9[1'912-..2[]‘...9["'»% .
(oo (((UAy - Ap) - Ug) + UY) ... A ... A, > B
2) (e ((Uy» Uy) - %) .. W) ... U, —> B
A~ Ao A A, —> B
(n22;1<k=n)
(,,Faktorinderung” im Antezedens).

FaA. (1)

§ 32", Jede (affirmative) Sequenz v — A, bei der A v micht enthdlt,
laszt sich (in LG,) ohne Benutzung von Schema @ ableiten ; dazu geniigt eine
Sequenzenreihe, bet der:

I. am Anfang jeder auftretenden Sequenz v — steht;

II. in jeder solchen Sequenz v — B die Formel B v nicht enthdlt;

II1. die ausschlieszliche Anwendung der Schluszschemata P, Zl, Zz, A,
M, UES, UEA, FES, FEA, die bzw. aus P, A,,..., FEA dadurch her-
vorgehen 8), dasz in jeder Ober- und Untersequenz — in C gedndert, und
dabei v — vor der Sequenz gesetzt wird, zu v— [(X, C X,) C U] fuhrt (mat
X, nicht in A vorkommend); Einsetzungen bleiben dabei auf solche in P
beschrinkt; %8)

IV. der letzte Schlusz von v — [(X, C X,) CU] zu v —> A fihrt; hier
wird somit das Abtrennungsschema:

v—>% v—>(ACSB)
y—>B

angewandt.
Nun kénnen wir den Hauptsatz fiir LG, formulieren.

sabis)  Fad (1) mit UEA, A, Ay; Fad (2) mit P, UES, A, — A; und M.

8) A,,—A;, UEA, FES, FEA in erweiterter Form, UES mit-, P ohne
Abkiirzungen als Antezedens.

%) Siehe Satz 12; vergl. Fuszn. 16.
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Hauptsatz. Zu jeder Sequenz v — U, bei der W v nicht enthdlt 87), gibt
es, wie wir sahen, eine Herleitungsreihe mit den Eigenschaften I—I1V. Diese
Reihe liszt sich derart umwandeln, dasz die Eigenschaften I, I1, IV erhalten
bleiben, wihrend unter I1I M gestrichen werden kann.

Neben Schema @ (Q) sind somit Schnittschema 4,(4,) und Mischungs-
schema M (M) iiberfliissig ©8).

Beweis ). Es geniigt zu zeigen, dasz eine beliebige Herleitungsreihe
mit den Eigenschaften I—1IV, deren letztes Schluszschema eine Mischung
M ist, wihrend sie keine weiteren Mischungen enthilt, sich so umwandeln
liszt, dasz die Untersequenz der Mischung ohne M hergeleitet wird, und
der iibrige Teil der Herleitung ungeéndert bleibt.

Grad einer Kalkilformel ist die Anzahl der in ihr vorkommenden logi-
schen Zeichen. Als Grad der eben genannten Herleitungsreihe bezeichnen
wir den Grad der Mischformel B in M.

Rang o der Herleitungsreihe ist die Summe der rechten und linken Rang-
zahl; dabei ist die linke [rechte] Rangzahl die groszte Anzahl von in einem
Faden aneinander anschlieszenden Sequenzen, deren unterste die linke
[rechte] Obersequenz der Mischung ist, und von denen jede im Suk-
zedens [Antezedens] die Mischformel allein [als Faktor ciner abge-
kiirzten Formel oder allein] enthilt.

Der mindest mogliche Rang ist 2.

Der Beweis geschieht mittels vollstindiger Induktion.

Man beweist den Satz fiir den Grad y unter Voraussetzung, dasz sie
fiir Grade < y (falls es solche gibt) schon giiltig ist. Ferner wird zunichst
der Fall o = 2 behandelt, darauf der Fall o > 2 unter Voraussetzung,
dasz der Satz fiir Herleitungen desselben Grades, jedoch kleineren Ranges
schon bekannt ist.

Es sei ¢ = 2. Wir unterscheiden eine Anzahl von Einzelfillen:

a) Die linke Obersequenz der Mischung sei durch Einsetzung in P
entstanden. Dann lautet die Mischung:

y—>(BCB) »—>(CCD)

v—> (B C*C2) (% * ist die mit B als Anfangsfak-
tor erweiterte Konjunktion ¢*).

Sie liaszt sich umwandeln zu:

v—>(ECfD)
v—(B.6*C D)

¢7) Thre Klasse ist dieselbe wie die der HevTiNGgschen Theoreme von §1,
Bemerkung III.

88) Dadurch ist X, C X, die einzige Kalkiilformel, welche beim Verfahren des
Hauptsatzes wieder véllig eliminiert werden kann; von Konjunktionen in einer
Obersequenz einer unter ITI zugelassen gebliebenen Schluszfigur treten alle durch
deutsche Buchstaben angegebenen XKalkilformeln als Teilformeln der in der
Untersequenz » — R auftretenden Formel R auf.

89) Vergl. GENTZEN, loc. cit. 8), S. 197 —210.

(4,4, 4,) (ev. mehrmalig anzuwenden).
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Das ist bereits eine Herleitung ohne Mischung; » — (8 C B) ist iiber-
fliissig geworden.

B) Die rechte Obersequenz der Mischung sei durch Einsetzung in P
entstanden :
: v— (ACB) »—>(BCY)

»— (UC B) '

Die Mischung ist iiberfliissig.

y) Keine Obersequenz der Mischung sei aus P durch Einsetzung
entstanden. Dann sind beide Untersequenz von Schluszschemata, und
wegen o = 2 kommt die Mischformel 8 nicht im Sukzedens der Ober-
sequenz(en) des linken Schluszschemas und nicht im Antezedens der
Obersequenz(en) des rechten Schluszschemas vor.

Wir haben nun die folgenden Méglichkeiten :

y1) Die rechte Obersequenz der Mischung ist Untersequenz einer
Verdiinnung A4, :

v—>(BC D) (4,)

v—>(ACB) v (B-BCT) (M)
y—> (ﬁ RC D) (QI B ist die Kon]unktlon P erweitert durch Voran-
stellung der Faktoren von U in gleicher Anordnung wie in QI)

Dies ist zu ersetzen durch:

->(BCD) _
y> (. pCo) A

v — (A C B) ist nun iiberfliissig.

72) Die Mischformel B habe die Form (%B,-B,); sie sei nicht eingefiihrt
wie unter y,. Die rechte Obersequenz der Mischung kann nur aus UEA
hervorgegangen sein:

v—> (ACB;) »— (ACB,) (TES) v— (B,- CC D)
v—> [AC (B, - B,)] v—>[(B;-B,) - €C D]
v—> (A.€CD) (€ darf fehlen).

(UEA4)
(M)

Dies lidszt sich ersetzen durch:

v—> (ACY,) v—>(B,-CCD)

— M).
r—>(A-CCD) ()

Da der Grad der neuen Mischung niedriger als der der urspriinglichen ist,
ldszt sie sich, nach Annahme, entfernen 7).
va) Die Mischformel 8 kann auch die Gestalt 8, C 8B, haben; sie sei

0) Angenommen wurde, dasz € nicht den Faktor B, enthilt ; sonst ist Anwendung
von llI ,und” Al, A.‘l notwendlg — Die Umwandlung ist analog falls y — (9B, - Cc9D)
gegeben ist anstatt v —» (B, cc D).
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wieder nicht eingefithrt wie unter »;. Dann ist das Ende der Herleitung:
v—> [, AC B,] FES) > (DCY,) r—> (V- ECEC)
r—>[AC(,C%y)] »—>[(8,C%,)- D-6CC]
v—>[A. D CCE] (G darf fehlen).

(FEA)
(M)

Es ldaszt sich umwandeln zu:

v—>[B,- AC B,] v— (B, -ECG)
y—>[8,- A-ECE]™

und
—>(5c~31) v—>[9,- A ccu]
y—>[D-A-CECE]™ i,
v—>[UA- D ECC]

\_z

Die Mischformeln B, und B, der beiden letzten Mischungen sind von
kleinerem Grade als B, C B,. Nach der Induktionsannahme sind sie somit
zu beseitigen.

Es sei o > 2

I.  Die rechte Rangzahl sei groszer als 1 (d.h. die rechte Obersequenz
der Mischung ist Untersequenz einer Schluszfigur &f, welche die Misch-
formel B im Antezedens von mindestens einer Obersequenz enthilt).

Der Grundgedanke des Umwandlungsverfahrens ist, wie bei GENTZEN,
loc. cit. S. 203, folgender:

Falls die Mischung sich nicht sofort wegschaffen liszt, so wird sie
zuriickgefiihrt auf die Erledigung von Herleitungen des gleichen Grades,
aber kleineren Ranges. Meistens geniigt dazu dasz man die Mischung
sozusagen um eine Stufe nach oben verschiebt, iiber die Schluszfigur &f
hinweg, genau gesagt: Die linke Obersequenz der Mischung » — [ C 8],
die zunichst neben der Untersequenz von Ef steht, wird statt dessen
neben die Obersequenzen von &f geschrieben, welche nun Obersequenzen
von neuen Mischungen werden; und die Untersequenzen dieser Mischun-
gen dienen dann als Obersequenzen einer neuen, an Stelle von &f tretenden
Schluszfigur, durch die wir sofort oder nach Zufiigung weiterer Schlusz-
figuren wieder zu der alten Endsequenz gelangen. Zu den neuen Mischungen
gehort nun offenbar jeweils ein Rang, der kleiner als g ist, denn die linke
Rangzahl bleibt ungeéndert, und die rechte vermlndmt swh um min-
destens 1.

Wir unterscheiden die beiden Fille:

“1) Hier wurde angenommen, dasz die Faktoren von G nicht die Gestalt B,

haben; im entgegengesetzten Fall wird diese Sequenz erst mittels M, Zl und A4,
erreicht.

72)  Enthilt 9 oder (und) € Faktoren mit der Gestalt B,, so fordert Ableitung

dieser Sequenz auch noch Anwendung von A1 und A



1382

a. Die Mischformel B komme im Antezedens ¥ der linken Ober-
sequenz der Mischung vor. Das Ende der Herleitung lautet:

v—>[ACB] »—[CCD]
v—[%. 6*C D] )

Diese Mischung ldszt sich wegschaffen:

v_—)_[iSEL] 4,, A,, 4;) (ev. mehrmalig anzuwenden).
v—>[A. C*C D]

b. B komme im Antezedens 9 der linken Obersequenz der Mischung
nicht vor. Wir haben nun die folgende Unterteilung dieses Falles:
b,. ©f sei ein A, oder 4, oder 4. Das Ende der Herleitung hat die
Form:
_ »=>©C %) &) (F und T enthalten den Faktor B)
v—>(ACB) »—>(CCD) (M) _
v—>[%. C*C D] '

Die Umwandlung fingt dann an mit:

v—>(ACB) »— (EC D)

= M).
v—>[A.C*C D] ()

Die Herleitung fiir die Untersequenz der neuen Mischung hat dieselbe
linke Rangzahl wie die alte Herleitung, wihrend ihre rechte Rangzahl
um 1 kleiner ist. Nach der Induktionsannahme ist nun auch die neue
Mischung wegzuschaffen.

Auf die neue Mischung kann noch Anwendung von 4,, 4, und (oder) 4,
folgen. ‘

b,. ©f sei ein von A4, 4,, A, verschiedenes Schluszschema mit einer

Obersequenz, also UEA oder FES. Das Ende der Herleitung lautet dann:

B v—>(‘D-(EC_(S) (TEA)
»—> (AC D) - [(B-F)=ECE] 7,
v—[UA (D-F)-E*CE] oder v—[A-E*CC],
je nachdem (®.J) von B verschieden ist oder nicht;

v (§-ECE)

_ = UEA4)
oder: > (CW) >[5 6CT] 4
v—>[UA (D F)-E*CE] oder v —>[A-E*CC],
je nachdem (% .$) von B verschieden ist oder nicht;
' _ > (C-CCD) (FER)
oder: v—>(ACB) »—[CEC(CCTI)] ()

v—[UA-E*C(CCD)]
In den drei Fillen enthilt € B als Faktor.
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Beschrinken wir uns fiir die zugehérigen Umwandlungen auf den
ersten Fall. Fiir (D.F) von B verschieden sind sie:

»—> (AC B) »—>(D-€CE) 5

— — —— M
v—>(A-D-E*CE) oder »— (A-E*CE), (M)
je nachdem ® von B verschieden ist oder nicht _  _
v»[ﬁ-(i}-%)-@_"‘C@] (AI’ AB’ UEA))
und fiir (D-F) und B von gleicher Gestalt:
—(ACB) _ _ r—>(D.CECCE) (M)
r—>[AD-E*CCE] (“T)
v—>[D. A E*CE] (UEA)
v—>(ACB)  »—>[B.A-E*CE] (f)
v—>[%.- A E*CE] (1-4_ /T)

v—>[A.C*C €]

In den neuen Mischungen ist die rechte Rangzahl kleiner als urspriing-
lich; nach der Induktionsannahme sind diese neuen Mischungen fort-
zuschaffen.

b,. ©f sei ein Schluszschema mit zwei Obersequenzen, also UES oder

FEA. Das Ende der Herleitung lautet fir UES:

—-(BCT) »—>(6CE)

— (AC D) »—>[8C(D-6)]
v—[UA- G*C (D 6)]

(UES)
- (M),

und fiir FEA:
entweder

v (BCF) v—>(C.DCE)
v— (AC B) v—>[($CE). 6. DCE]
y—>[A- (FCE) . B*. D*CE] oder v—[A. B*. D*CE], (D darffehlen)
jenachdem § C € und ¥ verschiedene Gestalt haben oder nicht ;

(FEA)
(M)

oder
v—>(DCF) »—>(C-BCE)
v— (AC B) v—>[(FCE)-D-®CE]
»—[U- (F3CE). D*-B*CE] oder v—>[UA. T*. ®*CG], je nachdem
& CGC und B verschiedene Gestalt haben oder nicht.

(FEA)
M)

In diesen Fillen enthélt (9 B als Faktor.
Die zugehérigen Umwandlungen sind fiir den ersten Fall:

v—> (AC B) i—)(@C‘D) (_I_M—) v—)(QIC‘Bl %:ES@C(S) (M)
v—>( - @*CD) r—> (A& ) (UTS')

v—>[UA- G*C (D 6)]

88
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Im zweiten Fall gibt es verschiedene Moglichkeiten: 1. ® enthilt B
nicht, § C € ist von B verschieden; hier geniigt eine Mischung kleineren
Ranges, 2. ® enthilt den Faktor B, B und § C € haben verschiedene
Gestalt; nun geniigen zwei Mischungen kleineren Ranges, 3. § C € und
9B haben dieselbe Gestalt, wihrend ® keinen Faktor B enthilt; die Um-
wandlungen enthalten zwei Mischungen kleineren Ranges:

v— (AC B) v—>(@iC%)( i)
v—> (A 6*CF) v— (€. DCE)
v—>[(FCE). A B*. DCE]

(FEA)

oder
—>(ACB) »—>[B-UA-G*. DCE]
v—>[U. A G*. DCE]
v—)[g[--@?’-ssc@:]

(
(43

)
, Ay).

M =

4. D enthilt B als Faktor, wihrend F CE und B dieselbe Gestalt
haben; Umwandlungen mit drei Mischungen kleineren Ranges. Auch im
dritten Fall hat man dieselben Moglichkeiten zu beriicksichtigen wie im
zweiten.

II. Die rechte Rangzahl sei 1, also die linke groszer als 1.

c. Die Mischformel 8 komme im Antezedens ¥ der linken Ober-
sequenz der Mischung vor; die Mischung ldszt sich wegschaffen wie
unter a.

d. Der zu ¢ entgegengesetzten Fall fiihrt zu folgender Unterteilung:

d,. ©f sei ein 4, oder 4, oder 4,. Das Ende der Herleitung ist nun:

v—>(@cs3)
(%IC*B (€D v— (EC D)
- (%.6*C9D)

(M).

Es ist umzuwandeln zu:

v—> (€C B) v—>((§C$D)(
»— (€. 6*C D)

M)

mit darauf folgender Anwendung des zugehérigen Schemas &f.

Die neue Mischung ist kleineren Ranges als die urspriingliche, somit
wegzuschaffen.

d,. Ist Gf ein von A, 4,, 4, verschiedenes Schluszschema mit einer
Obersequenz, so kann dies nur UEA sein; der eine von beiden Fillen
erhilt die Form:

v—>[(A.§)-EC B] —-(EC D)
v—>[(A-F)-E- @*cso]

().
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Umwandlung liefert:

y—>[%. EC 8] v—>((§CfD)(
v—>[A.E-E*C D]
v—>[(A-F) - E. 6*C D]

M)
(UEA).

Der Rang ist erniedrigt.
dy. Als Schluszfigur G mit zwei Obersequenzen ist nur #£A moglich:

»—>(2CF) »—(C- @C%) —

»—>[(§CE)-D- €C ] »—>(UCH) (77,
v—>[(FCE)-D-C- A*CH]

Hier ist die Umwandlung:

- (BCY)
v—>[(%C@)

Wieder ist der Rang erniedrigt.

Nihere Betrachtung der logistischen Kalkiile LG, LM,
LI und LK

§ 33. Fir die Kalkiile LG,, LM, LI und LK gelten gleichartige Bemer-
kungen wie fiir LG, (§ 32):

'1°  Die Einsetzungsregel kann fir LG, und LM auf Einsetzungen in P
und Q, fir LI auf solche in P,Q, R, fir LK auf solche in P,Q, R, S be-
schrinkt bleiben.

2°  Die in § 32, 2° getroffenen Verabredungen sollen auch fir LG, LM,
LI und LK erhalten bleiben.

3° Das Schema A, erselzen wir auch in diesen Kalkilen durch das
Mischungsschema M, was wieder erlaubt ist (siehe § 32, 3°).

4° Awuch § 32, 4° wollen wir gelten lassen.

Hinzu kommt:

5° In den Schemata R und S soll W in nicht-abgekiirzter Form gemeint
sein.

6° Mit Schema A, beweist man leicht, dasz wir in LG,, LM, LI und LK
fortan lesen dilrfen:

% €. C,...C,—>D $:6,:6,...6,>D

Schema OBA. ) 6,6, 6,.5®  (die €, durfen fehion)

auch wollen wir lesen (vergl. § 32, 4°):

€ Cy...C, —>A - €;-C...C,—%

Schema OES. e T9) €,-6,..6,—> (U1 9B)
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Ebenso folgt mit Schema A4,, dasz wir in LM, LI und LK fortan lesen
dilrfen:

Schema NES. x-%,..8>1. . Schema NEA. B,-%,...8,>%

B+ By... 8, —> A"’ A.B,...8,>1"

§ 331 In LG, liszt sich jede (affirmative) Sequenz v — U, bei der W v nicht
enthdlt, ohne Benutzung von Schema @ ableiten ; dazu geniigt eine Sequenzen-
rethe, bei der: )

I. am Anfang jeder auftretenden Sequenz v — steht;

II. 4n jeder solchen Sequenz v — B die Formel B v nicht enthilt;

III. die ausschlieszliche Anwendung der Schluszschemata P, Zl, 52, 13,
M, UES, UEA, FES, FEA, OES, OEA, die bzw. aus P, 4,,..., OEA
dadurch hervorgehen, dasz in jeder Ober- und Untersequenz — in C geindert,
und dabei v — vor der Sequenz gesetzt wird, zu v — [(X, C X)) C A] fihrt
(mit X, nicht in A vorkommend); Einsetzungen bleiben dabei auf solche in
P beschrinkt; ™)

IV. der letzte Schlusz von v — [(X, C X,) CUA] und » - (X, C X,) zu
v — U fihrt; nur hier wird das Abtrennungsschema A angewandt.

Der Hauptsatz fiir LG, lauter nun:

Zu jeder Sequenz v — A, bei der W v nicht enthdlt 7*), gibt es eine Her-
leitungsreihe mit den obigen Eigenschaften I—IV, wobei jedoch unter IIT
die Mischungsregel M fortfdllt.

Der Beweis ist eine Erweiterung des Beweises fiir den Hauptsatz in LG,.

Zu den Fillen y,—y; kommt: '

Fall y,. Die Mischformel 8 hat die Form %8B, + B,; sie sei nicht ein-
gefiihrt wie unter y,. Das Ende der Herleitung ist in dem einen der zwei
moglichen Fille (beide mit OES und OEA):

v—j((&C%l) (OES) v—>(B;- DCE) v—>—(-982-SDC@) (OFA)
v—>[CC(%B,1+B,)] v—>[(B, + B,) - DCE] (ﬂ)
v—>[C. DCE] (D darf fehlen)

Die Umwandlung liefert:
[ DCE)  —
v—>(ECB,) B (B,-DCE) (),

»—>[€. DCE]
falls ® keinen Faktor B, enthilt; kommt B, als Faktor in 55 vor, 80 musz
nach M noch A4, und A, folgen. Der Grad der Mischung ist erniedrigt.
Im Falle b, gibt es nun auch noch zwei gleichartige Moglichkeiten mit
OES, deren eine ist:

_ il G BT, 7]
v—>(ACB) »—>[CC(DH E)] H)
v—[U- C*C(D+ )] '
78) Siehe Satz 12; vergl. die Fuszn. 16 u. 26.

74) Thre Klasse ist dieselbe wie die der Heytingschen Theoreme von § 3,
Bemerkung A.
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Die Umwandlung ist:
—>(ACH) »v—(CCD)
— (A E*C D)
v—>[A. C*C(D+6)]

(M)
(OES)

Im Falle b; kommt folgende Mdglichkeit hinzu:

—~(D.6CF) r—>(6-ECF) oFA)
) v AC B B) v—>[(D+€)- CCF] JTI)
v—>[ﬁ (T ) . c* C &] oder v—>[ﬁ (S_’;C%], je nachdem ® -+ € und B

verschiedene Gestalt haben oder nicht.

Umwandlung, mit Rangerniedrigung, fiir den Fall dasz ® + € und B
verschieden sind:

— (AC B) v—>(D-ECCF)

qCe) 2-6C8)
—>(A- D €*CF); oder: v— (A C*CF) .
— — (A19 A3)
r—> (A D C*CF)
e(ﬁ@.(ﬁc%), oder: v%(ﬁ@c%) (Z 1
v—> (A-C. C*CF) (Zl OEA).

v—> [ (D+E)-C*CF]

Fir ® + € und B von derselben Gestalt fingt man bei der Umwand-
lung wieder mit obigen Mischungen an und erreicht die letzte Sequenz
»>[(D+C) - A-C*CF] oder v— [B.A.C*CF]. Dann folgt die
Mischung, deren rechte Rangzahl 1 ist:

—(ACB) »—>[B-A-C*CF] (i)

v—>[‘21 A G*. CFl (A [—1_)
v— (A C*CF) B

Im Fall d; kommt hinzu:
»—>(A-DCB) »—(C.DCY) (OFA)
v—>[(A+ ). DC B] v—> (8 CH) (L)
y—>[(U+€)+D-G*CH] (D darf fehlen) '

Umwandlung mit Rangerniedrigung:

v— (A DC B) v-—>((55C.i))( 74 - (C.DCB v—>(@5C©)( )
v—> (A D. G*C9) _ r—> (€. D.G* C9) (OE'A).
v—>[(Y+€). D B*C 9] .

§ 332 In LM ldszt sich jede (affirmative) Sequenz v — U, bei der A A



1388

und v nicht enthdilt, ohne Benutzung von Schema @ ableiten ; dazu genugt eine
Sequenzenreihe, bei der:

I. am Anfang jeder auftretenden Sequenz v — steht;

II. in jeder solchen Sequenz v — B die Formel B v nicht enthilt (A darf
vorkommen);

II1. die ausschlieszliche Anwendung der Schluszschemata P, A,, A,, A,
M, UES, UEA, FES, FEA, OES, OEA, NES, NEA, die bzw. aus
P,A,,..., NEA dadurch hervorgehen, dasz in jeder Ober- und Untersequenz
— in C gedndert, und dabei v — vor der Sequenz gesetzt wird, zu v — [(X, C
C X,) CA] fahrt (mit X, nicht in WA vorkommend); Einsetzungen bleiben
auf solche in P beschrinkt 7%);

IV. der letzte Schlusz von v — [(X, C X,) CUA] und v - (X, C X,) zu
v — U fihrt ; nur an dieser Stelle wird das Abtrennungsschema A angewandt. .

Hauptsatz fur LM : Zu jeder Sequenz v — U, bei der A A und »
nicht enthdlt 78), gibt es eine Herleitungsrethe mit den eben genannien Eigen-
schaften I—IV. Diese Reihe liszt sich derart umwandeln, dasz I, II, IV
ungedndert bleiben, dagegen unter III M gestrichen werden kann 77).

Der Beweis ist eine Erweiterung des Beweises fiir den Hauptsatz in LG,.

Zu den Fillen y,—y, kommt:

Fall y,. Die Mischformel B hat die Gestalt %', und sei nicht ein-
gefithrt wie unter y,. Das Ende der Herleitung lautet:

Z[QI__’M (NES) __v—>_(‘3£_9() (NEA)
v—> (CEC ) v— (A SDC).) (1)
v— (€. DCA) '
Umwandlung (mit Graderniedrigung):
v— (DC A v—>[%-ECA] i)
v»(fE-E‘CZ) i, I oder: v—>(?-EC1) ()
v—> (€. DCA) v—> (€. DCA)
Im Falle b, kommen hinzu:
_ __1L€C%I)_( NEA4)
v—> (DCB) v—> (A €CA) (M )
y—>(D+ A'« 6*CA) oder v—>(D-6*CA),
je nachdem U’ von B verschieden ist
oder nicht; _
B v—> (A ((:EC)-)( NERS)
und: adCis M. i (M).
v—> (D @*CQI)

") Siehe Satz 12; vergl. die Fusznoten 16, 26 u. 33.

78) Thre Klasse ist dieselbe wie die der Theoreme im JoHANssSONschen
Minimalkalkiil. Vergl. § 6%,
* 7) Die Formel A kann mit NES eliminiert werden. Vergl. Fuszn. 68.
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Die zugehorigen Umwandlungen (mit Rangerniedrigungen) sind bzw.:
10

»— (DC V) v— (€C ) >
- d oL/
»— (D.C*CU); oder: v— (D E*C o)
(%’ u. B verschieden) (NEA (%' u. B gleich) (NE4)
v—>[AD.C*CA] () v—>(DCA) »—>[A-.D- @:*Cl]( )
v»—>[D. A C*CA] y—>(D.D-€6*CA) -
(Aa’ 4,);
v—(D-6*CA)
2" '
v—>(DCB) v—> (% €CA) ()
v—>(D-A. C* CA) (Aa,NES) oder: v—>(5D-_(E"El) (11)
v (D C*C ) v (LD TFCH) aoe

v—(D.C*CU)

je nachdem B und U verschieden sind, oder mnicht.

Bemerkung. Nach Fuszn. 37 liszt sich in jeder Sequenzenreihe,
welche sich gemisz dem Hauptsatz dieses Par. bilden liszt, 4 durch
Y, .Y, ersetzen, wobei es immer moglich ist m so zu wihlen, dasz Y,,
nicht zu den in der Sequenzenreithe vorkommenden elementaren Kalkiil-
formeln gehort. Das kommt darauf hinaus, dasz man NES und NEA
unter IIT durch folgende Schemata ersetzt:

¥Eg. N BC(Yu-Yu)l. 75 rox(BL¥)
y—> (BCYA) v—>[W-8C(Y,,-Y,)]

Im Endresultat (in der letzten Sequenz) kommen Y,, und Y, nicht vor.



